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Introduccion

La presente investigacion monografica titulada: Anillo de polinomios, tiene el propdsito de
mostrar la importancia que tienen los polinomios desde el punto de vista de su estructura
algebraica, identificando las operaciones fundamentales que es posible realizar con ellos asi
como las propiedades que tienen.

Se sabe que los polinomios constituyen objetos matematicos fundamentales en la
ensefianza de la matematica en los diversos niveles educativos; asimismo son multiples sus
aplicaciones en las diversas disciplinas cientificas, en el ejercicio de muchas profesiones,
hasta en situaciones cotidianas. Asi, usamos los polinomios para generalizar propiedades
aritméticas, para representar relaciones entre diversas magnitudes, son la forma en la que se
expresan la mayoria de las funciones y en la resolucion de diferentes tipos de ecuaciones.

El presente investigacion esta estructura en 3 capitulos: El capitulo I, desarrolla
conceptos preliminares sobre anillo de polinomios; el capitulo I, trata sobre sucesiones,
sucesiones casi nulas, conjunto en el que se definen las operaciones de adicion y
multiplicacion, asi como la estructura algebraica que tienen; el capitulo 111, presenta la
aplicacion didactica a través de una sesion de aprendizaje; sintesis, conclusiones, apreciacion
critica y sugerencias, y referencias.

De los distintos anillos que se conocen, los anillos de polinomios son tal vez uno de
los mas importantes. Por lo que es relevante construir los anillos de polinomios a partir de
los conceptos de sucesiones, realizar operaciones y estudiar otras caracteristicas de dicho
anillo, que es fundamental en cualquier curso de algebra y calculo, quiza sea ésta la utilidad
mas importante de los polinomios que nos ayudara al desarrollo de las capacidades del
razonamiento l6gico algebraico. Finalmente, manifestamos que el presente estudio acerca

del anillo de polinomios, nos ha permitido una mejor comprension de estos objetos
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matematicos, asimismo relacionar con otros objetos matematicos que pese a ser de diferente
naturaleza tienen la misma estructura algebraica. Del mismo modo, esperamos, que este

trabajo sirva principalmente para motivar a que los estudiantes y los docentes de matematica

en una actitud de aprendizaje permanente, para mejorar su desempefio profesional.



Capitulo I: Conceptos preliminares

1.1. Leyes de composicion interna
Definicion:

Sea A= ®, una ley de composicion interna (LCI) es toda aplicacion “*” de Ax A en A.

Notaciones:
Si * esuna LCl en A, lo representamos por:
* AxA—> A
(a;b) >ax*b yleemos “a compuesta con b”
Ejemplo 1:
Si A=N,Z,R,...y ; * =+ laadicion; *=e |5 multiplicacion
La adicion es una ley de composicion interna definida sobre A, pues:
+:NxN —>N
(a;b) >a+b
(2,3) >2+3=5€N
La Multiplicacién es una ley de composicion interna definida sobre A, pues:
o.Zx7Z—>7Z
(a;b) > aeb

(2:3) > 23=6€Z



Ejemplo 2:
¢Sera la sustraccion una LCI en N?
—:NxN—>N
(a;b) >a—-b
(3;2) >3-2=1€N
(23) >2-3=-1€¢N

Por lo tanto, la sustraccion no es una LCI sobre N

1.2. Estructura algebraica
Definicion.-
Una estructura algebraica es un conjunto A= @ provisto de una o mas leyes de

composicion interna y/o externa o sus combinaciones.t

Notacion:
Las estructura algebraicas se denotan como: (A*, $, T, #, ...), donde A es el conjunto

no vacio, y ,*, $, T, #, ..., son las leyes definidas en dicho conjunto.

1.3. Grupos y subgrupos
Definicion.-
Sea G # ® , “*”una L.C.I.; decimos que el monoide (G;=) tiene la estructura de grupo

si verifica los siguientes axiomas:

1) Asociativa; “*” es asociativa (Xx*y)*z=xx*(y*2), VX,y,2eG.
2) Existencia del elemento Neutro; Je e G/e*x =x*e=X, VxeG.

3) Existencia del elemento Simétrico; Ix'e G, X*x=x*Xx'=e, VXxeG.

Si ademaés se cumple:

! Algunos autores, a la estructura algebraica ( A, *) le llaman monoide.
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4) Conmutativa; X*y =Yy=*X, VX, yeG, el grupo (G,*) es un Grupo Abeliano

Ejemplo 1:

(Z;+) es grupo Abeliano.
En efecto:

+:ZxZ2 >Z

(a;b) >a+b

Ademas cumple:
1) VX, y,2€Z; (X+y)+2=X+(y+2)
2) Existee=0 €Z/0+x=x+0=xVxeZ
3y VxeZ,d-xeZl (X)+Xx=x+(=x)=0

4) X+y=Y+X, VX,yeZ

Ejemplo 2:
Sea G el conjunto de los nimeros enteros, con la operacion de la multiplicacion “e”,

¢Sera (Z;e) un grupo?

Prueba:
La multiplicacion es una LCI en los enteros
0./ x7. —>7

(a;b) > aeb

Ademas cumple:
1) Asociatividad V% Y.Z€Z . (xey)ez=Xe(ye2z)
2) Existee=1 € Z/lex=xel=xVxeZ
3) Existencia del Simétrico: se debe probar que:VxeZ,3x'e Z/x*x =x#*Xx'=1, pero no

existe en el conjunto de los enteros el inverso de cada numero.

Por lo tanto (Z;e) no es un grupo.
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Ejemplos 3:
En el conjunto de los nimeros enteros Z se define la operacion * mediante a * b=a

+b + 3. ;Serd el par (Z, *) un grupo abeliano?

Prueba
a. Asociativa

(a*b)*c=(a+b+3)* c=a+b+3+c+3=a+b+c+6
y ax(b*c)=ax* (b+c+3)=a+b+c+3+3=a+h+c+6

se verifica la igualdad.

b. Elemento neutro
VaeZ, a*e=aentonces a+e+3=a = e=-3

y e*a=aentonces e+a+3=a = e=-3.

Como el neutro a izquierda y el neutro a derecha son iguales, entonces existe el

neutro e = -3.

c. Inverso
Supongamosque Va , 3@ / a=a =e ,ennuestrocaso
a*a =-3 = a+a+3=-3 luego a" =—a—6esinverso a derecha
a*a=-3 > a+a+3=-3 luego a" =—a—6esinverso aizquierda

d. Conmutativa ax*b=a+b+3=b+a+3=b=*a

Por lo tanto de 1), 2), 3) y 4) se concluye que (Z, *) ungrupo Abeliano.

1.4. Anillos y subanillos
El concepto de anillo se obtiene como una generalizacién del conjunto de los nimeros
enteros con la adicion, en donde ahora estan definidas dos operaciones, la adicién y la

multiplicacion, relacionadas entre si por una ley de distributiva.
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Los anillos son estructuras algebraicas mas completas que los grupos, pero sin
embargo en el estudio de sus propiedades mas importantes, nos apoyamos en la Teoria
de los grupos. La razén para esto es muy simple, puestodo anillo es un grupo en si

mismo.

1.4.1. Tipos de anillos
Definicion.-
Seael conjunto A diferente del vacio (A # @) y las operaciones binarias” + "y " .";

laterna (4,4, .)esun Anillo, siy solo si cumple las condiciones siguientes:

1°) (4; +) esun Grupo Abeliano

2°) (4;.) esun Semigrupo

3%) La segunda operacion (+) es distributiva respecto a la primera operacion (.). Es
decir:

Laterna (A, +, *) es un anillo si y solo si, se cumplen los siguientes axiomas:

Ai:a+(b+c)=(a+b)+c VYV ab,c€ER

Ley de Asociatividad respecto de " + "

A, a+0=a, O+a=a Va€R

Ley de la Identidad respecto de " + "

As :a +(—a)=0, (—a)+a=0

Ley del opuesto aditivo.



Ay a+b=b+a,Vab€ER

Ley conmutativa respecto de " + "

As :a,b € R = a-b €R

Ley de clausura respecto de " -"

Ag :a-(b-c)=(a-b)-c;V abc€ER

Ley de Asociatividad respecto de " -"

~a-(b+c)=a-b+a-c

A7 (b+c)-a=b-a+c-a Vabc€R
Ley distributivade la "-" respectoala " +"
Ejemplo 1:

(Z,+, -, (@Q+, ), (R,+, )y (C,+, -)sonanillos.

1.4.1.1. Anillo conmutativo
Definicion:
Se Illama anillo conmutativo a todo anillo (R; *; A) que cumple la propiedad:

Vab € R = aAb=bAa

Ejemplo 1:
En el conjunto de los nimeros reales se definen las operaciones

x*y=x+y+4 xo0y =xy+ 4x + 4y + 12.
Probar si (R, *, o) es anillo conmutativo.

Prueba

13
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a. Veamos que (R ,*) es grupo Abeliano.
i) La operacion = es cerrada.
i) Asociativa
Si x, y, z son numeros reales cualesquiera se verifica
(x*xy)xz=(x+y+4)*z=x+y+4+z+4 =x+y +z+8.
x*x(y*xz)=x*x(y+z+4)=x +y+z+4+4 =x+y +z +8.

Es decir, la operacion es asociativa.

iii) Conmutativa
Si x, y son numeros reales cualesquiera se verifica que
x*xy=x+y+4=y+x+4=yx*x,

Por tanto, * es conmutativa.

iv) Elemento neutro
Supongamos que el nimero real e es neutro para la operacion = entonces debe
cumplirque e *x = x*e=x, V x ER.
Esto equivale a e+ x+4 = x, es decir e = —4 es elemento neutro para la

operacion . Similarmente el otro caso.

v) Elemento simétrico
Debido a la conmutatividad, un x € R tiene elemento simétrico x’ € R si y solo si
x*x' = e obiensi x+x'+4=—4

Existe por tanto x’ para cada x siendo éste x' = —8 — x.
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b. Veamos ahora que (R ,o) essemigrupo.
i) Cerradura
La operacién o es cerrada, pues la suma y el producto de nimeros reales es un
namero real.
il) Asociativa
Se cumple pues:
(Xxoy)oz=(xy +4x + 4y + 12) o z
= xyz + 4xz + 4yz + 12z + 4xy + 16x + 16y + 48 + 4z + 12
= xyz + 4(xy + xz + yz) + 16(x + y + z) + 60.
xo(yoz)=xo0(yz+ 4y + 4z + 12)
= xyz + 4xy + 4xz + 12x + 4x + 4yz + 16y + 16z + 48 + 12

= xyz + 4(xy + xz + yz) + 16(x + y + z) + 60.

iii) La operacion o es conmutativa.
iv) La operacion o es distributiva respecto a la operacion = si y solo si se verifica
xo(yxz) = (xey)*(xoz).
Se cumple, pues:
xo(yxz)=xo0o(y+ 2z + 4
=xy +xz+ 4x + 4x + 4y + 4z + 16 + 12
=xy +xz+ 40@2x + y + z) + 28,
(xoy)*(xo0z)= (xy + 4x + 4y + 12)* (xz + 4x + 4z + 12)
=xy+4x +4y + 12 + xz + 4x + 4z + 12 + 4

=xy +xz+ 4(2x +y + z) + 28.

Por lo tanto, concluimos que (R, *, o) esun anillo conmutativo.
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1.4.1.2. Anillo con identidad
Definicion.-
Se llama anillo con identidad o con unidad a todo anillo (R; *; A) que cumple la
propiedad:

VaeR, 31€R/ aAl=1Aa=a.

Observacion:
Un anillo (R,+,7) siempre contiene al elemento 0. Si este esel unico elemento

de (R,+,7) entonces (R,+,) se llama el anillo nulo o el anillo cero.

Definicién.-
El anillo (R, +,") no tiene divisores de cero, si y solo si, elementos no nulos dan
producto diferente de cero. Es decir:

R carece de divisoresdecero == Vx,y: x#0Ay#0= x.y+0

Analogamente

R carece de divisoresdecero == Vx,y: x.y=0=>x=0V y=0

Definicion:  El anillo (R, +,7) tiene divisores de cero, si y solo si elementos no
nulos dan producto nulo. Es decir:

R tiene divisoresdecero = Vx,y: x#0Ay+0= x.y=0

Ejemplo 1:

Determinar los divisores de cero del anillo Zg:
Solucién:

Sea R =Z, elanillo de los enteros modulo 6.

La tabla de Caylei del producto es:



17

Luego:

(2] #[0] ¥ [3] # [0],

pero,

= [6]

= [0]

De aqui, deducimos que los divisores de cero son 2, 3y 4.

Ejemplo 2:
Sea R = (Z,+, -) el anillo de los enteros. Entonces se sabe de las propiedades
que definen a los enteros, (Z,+, -) no tiene divisores de cero. Para probar esta

afirmacion, basta usar la ley de cancelacion para el producto en (Z, +, -).

Sia#0 y b+ 0 sonenteros y ademas ab = 0, se tendra entonces

a0 =0=ab
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De donde b= 0,

Lo cual es una contradiccion.

Definicion.-
Un anillo (R; *; A) se dice que es un cuerpo 0 campo Si:
1°) (R; *) esun Grupo Abeliano

2°) (R’; A)esun Grupo Abeliano, R’ =R — {0}

Ejemplo:

@+, ), (R,+, )y (C,+, ) son cuerpos.

1.5. Subanillos
Definicion.-
Sea (R, +,) un anillo; un subconjunto A < R esun Subanillo de (R, +,") ; si (4, +,

) esun anillo.

Observacion:
Sea (Z,+,") el anillo de los enteros, como 2Z, 3Z, 5Z, 6Z, ... estdn contenidos en Z;
entonces se tiene que (2Z, +,7), (3Z,+,"), (5Z,+, -), .... Son subanillos de (Z, +, -).
Es condicién suficiente para probar que un subconjunto de un conjunto
es un Subanillo del anillo:
i) Vab R ; a—bE€ER

ii) Yab ER; a-be€eR

Con esta definicion probemos el siguiente ejemplo.



Ejemplo 1:
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El conjunto de los enteros pares (2Z,+, ) es un Subanillo del anillo (Z, +, -) de

los nUmeros enteros.

Prueba
En efecto:
i) Si a€2Z be2Z = a-—b € 2L
Pero si a€2Z; a=2n, ne€evZ
si bE2Z;, b=2m, meZ
Entonces:
a—b=2n-2m

=2(n—m)
=2t € 27

i) Sia€2Z, be2Z = a-b e 2Z
Similarmente al caso anterior.
Si a€2Z;, a=2n nez
si bE2Z;, b=2m, mEZL
Entonces:
a—b=(2n)(2m)

= 2(2nm)
=2p € 2Z

(27Z,+,") es un Subanillo de (Z, +, -)

Observacion:

En general, de esta manera se puede probar que:
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(nZ,+,”) esunsubanillode (Z,+, -), Vn=>1.

Proposicion:

Sea (R,+, -) unanilloysea B un subconjunto no vacio de R

i) Vab€B = a—-—b €B

B es Subanillo de R < {ii) YVab €EB = ab € B

Demostracion
=)
Si B essubanillo de R, entonces B # @ pues 0 € B. Ademas, B es subgrupo aditivo de

R, luego se cumple (i). Como la operacion producto es cerradaen B , se cumple (ii).

<)

De B # @ vy (i), se deduce que (B, +) es subgrupo de (R,+) y ademas abeliano por serlo
(R, +), es decir, (B,+) es grupo abeliano. De (ii) se deduce que la operacion producto es
cerrada en B, y ademas, es asociativa en B por serlo en R, lo cual implica que (B,-) es

semigrupo.

Por altimo, se cumple la propiedad distributiva en B al cumplirse en R. Concluimos que

(B, +,-) es anillo, y por tanto B es subanillo de R.

Ejemplo:

Verifigue si el conjunto B = {0,5,10} es un subanillo del anillo (Zys, +, -).
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Prueba

vx,y EB, x—y€B
Vx,y EB, x-y€B

B ={0,5,10} © (Z4s, +,") es Subanillo si:
Cada elemento operado con su opuesto en (Zqs, +,7) Se tiene:
Vx,y €EB, x—y€B

Vx,y EB, x-y€EB

0-0=0+0=0€B 0-0=0€B
0-5=0+10=10€RB 0-5=0€B
0-10=0+5=5€B 0-10=0€B

5-0=5+0=5€B 5-0=0€B
5—-5=54+10=0€RB 5-5=10€B
5—10=5+5=10€B 5-10=5€B
10-0=104+0=10€B 10-0=0€B
10-5=10+10=5€B 10-5=5€B
10-10=10+5=0€B 10-10 =10 € B

Luego B = {0,5,70} es un subanillo de (Zys, +, ).

Observacion:
Los subanillos pueden contener 0 no a la unidad; también puede ser que un subanillo

de un anillo no conmutativo, sea conmutativo.

Definicion:
Un subconjunto A c R (Anillo) tal que A # @ se dice que es un subanillo de R si A

con las operaciones de R posee estructura de anillo.
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Ejemplo 2:

(Z,+, -) essubanillode (Q,+, ), de (R,+, -) yde (C,+, -).

Observacion:
= Sile€R sedicequeR esun subanillo con unidad.
= Entodo anillo R, el conjunto R y el 0 son subanillos, llamados subanillos triviales.
Los demas subanillos se llaman propios.
= Launiodn de subanillos no siempre es un subanillo.

Veamos un ejemplo.

Sea (Z,+, -) unanilloy (nZ,+, -) V n>1 subanillos de (Z, +, ).
Tenemos que:
27 U 8Z = 27, es un subanillo de (Z, +, -)

pero  2Z U 3Z # nZ, no es subanillo de (Z, +, ).
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Capitulo 11: Anillo de polinomios

Para realizar la construccion de un anillo de polinomios, debemos iniciar a partir de los
conceptos de anillo, definir los conceptos de sucesiones en un anillo, caracterizar la
sucesiones nulas y casi nulas; en el conjunto de sucesiones casi nulas definiremos las
operaciones de adicion (+) y multiplicacién (.), y en las cuales dicho conjunto tendra la
estructura de un anillo, al que se le dominard, el anillo de polinomios y que cada sucesion

casi nula constituira un polinomio, con coeficientes los elementos del anillo

2.1. Sucesion
Una sucesion es una funcion cuyo dominio es el conjunto de los nimeros naturales y
cuya imagen es un anillo A; es decir:
S:N->A
(i) —>S(@)
Donde N es el conjunto de numeros naturales sin el cero.

En la definicion se supone que i e N. La imagen del nimero i se suele denotar por a,,
I € N Entonces la sucesion serd S= (a,,4a,,a,,as,.......,8; ...) donde los elementos de la

sucesion pertenecen al anillo A.



Notacion:
Si S:N — A esuna sucesion:

0 — S(0)=a,
1->S@M=q

2-5>5(2)=a,
3 S(3)=a,
4-S(4)=a,
5—S(5) =2,
6 — S(6)=2

7—>S(7)=4a,

Los elementos a,,a,,a,,8as,......., & pertenecen al anillo A
La sucesion S en A se puede expresar mediante:
S=1(8y,8;,8,,85,:c000 &, Qg ene

Si T es otra sucesion en A entonces Se expresa como:

T:N—>A
() —>t()=h
Luego, T =(b,,b,,b,,b;,....... b,b.,....)

Donde by,b,,b,,b,,...,b,,b. ,,...son elementos de A

24



Ejemplos:

Sea (R,+, @) el anillo de los naimeros reales.

Definimos la sucesion S:N — R/ S(i):l, es decir:
[

S:N >R
1—>S(1)=%=
1
2—>5(2)=;:;
3—>S(3)::13:§
i—>S(i):?:ai
Entonces S= (a,,8,,8,,85,..0000y &, @i g0ev )

Es decir S= (1,1/2,1/3,1/4.....1/,...)

2.2. Sucesiones nulas y casi nulas
2.2.1 Sucesion nula
Se denomina sucesion nula a aquella sucesion cuyos elementos son todos ceros.
Si definimos:
®: N— Z, 6(n)=0, YneN
O:N—-Z
0—6 (0) =bo=0
1—0 (1) =b1=0
2—0 (2) =b2=0

3—0 (3) = bs=0
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40 (4) = bs=0

50 (5) = bs=0

©® = (bo, by, b, bs,.....bs,...)=(0,0,0,0,0,0,0,0,0,...)

Entonces, ® se llama sucesion nula en A= Z

2.2.2 Sucesion casi nula
Definicion:
Se denomina sucesion casi nula, a aquella sucesion cuyos elementos son ceros excepto

un numero finito de ellos.

Una sucesion S = (a,,,,a,,85,.......,&;,8,,;.... ) €n un anillo se dice casi nula si existe
algun natural i tal que para todo k >i, se tiene que a,_,.

Se denota por: S=(4a,,a,,a,,8,,.......,8;,0,0,0...)

Ejemplo:

Sea A=7Z, el anillo de los nimeros enteros con las operaciones de adicion y

multiplicacion conocidas:

a) Sea S:N— Z lasucesion definida como:

0—S(0) =0
1-8(1) =-3
258(2) =4
3—8(3) =8
4-S(4)=0

5-8(5)=0
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n—S(n)=0

S=1(0,-3,4,8,00,...)

Luego S es una sucesion casi nula.

b) Si definimos la sucesion q: N— Z , tal que:
0—q(0) =2
1—>q(1)=2
2q(2)=-1
3—5q(3)=2
4—q(4) =12
5—-q(5)=0

6—q(6) =0

q=(2,2,-1,2,12,0,0,0)

Asi, se tiene que g es una sucesion casi nula.

¢) R=(0,0,0,0,...) es una sucesion casi nula y se Illama sucesion cero (0) o sucesion
nula, se denotaconr=0=16.
d) Son también sucesiones casi nulas
S1=(1,0,0,0.....)
S=(0,1,0,0.....)
S3=(0,0,1,0,0,0.....)

S4=(0,0,0,1,0, .....)
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Sh=1(0,0,0,0,0,0...... ,0,0,1,0,0,0.....)

2.3. Operaciones con sucesiones
2.3.1 Adicion de sucesiones casi nulas
Sea (A,+,e) un anillo conmutativo con unidad. Denotamos por N(A) al conjunto
formado por todas las sucesiones casi nulas; es decir:
N(A)= {S: N—A/ S es una sucesion casi nula}
Definicion.-
Sean Siy S; dos sucesiones casi nulas.
SeN (A) - S=(ay,a,,a,,a,,.......,a,.,0,0,0...)
teN (A) — t=(b,,b,b,,b,,.......,,b,,0,0,0........)

Definimos la suma de sucesiones casi nulas mediante:

S+t=(a,+by,a +b,......,a, +b,,..) EA

Ejemplo 1:
Sean A el anillo de los enteros y sean Ry S dos sucesiones casi nulas en Z:
R =(1,2,3,-4,0,0,0,....)
$=(0,2,5,6,7,9,0,0,0....)
R+5=(1,4,8,2,9,0,0,0,...)
Observacion:

R + S también es una sucesion casi nula de Z, es decir, (R + S) eN(A), con A=Z

Ejemplo 2:

Sean las sucesiones:
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S =(0,0,1,7,0,0,0...)
T =(-2,8,0,0,0,0,0...)
S+T=(2,8,1,7,0,00,...)

También (S + T) € N(A), es decir es una sucesion casi nula.

Ejemplo 3:

Sea el anillo (Q,+,®) donde Q es el conjunto de los nimeros racionales; dados las
sucesiones Ty S, casi nulas:

1 -1
=G5

,0,2,0,0,0...)
$=(G5 1,7,200..)
T+S=(2/301,5200..)
(T+S)eN(A).

Nota:

Para sumar dos sucesiones casi nulas se suman los términos correspondientes de

cada sucesion.

2.3.2 Multiplicacion de sucesiones casi nulas
Definicion.-
Sean las sucesiones Sy T,

S=(ao, a1, a...,an,......, 0,0,0,0,0.....)

T = (bo, b1, ba. . ., bn,bn+1....bm 0,0,0,0,0.....), definimos el producto de dichas sucesiones

como:

S.T =(coC1, C2 C3...... Cr1, Cr...00,0....)

donde: cx= Z aib;

i+j=k
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Para realizar el producto de dichas sucesiones, se debe tener en cuenta que, sim =n
0 si m>n (o para m < n) definimos el producto de sucesiones casi nulas, de la siguiente
manera:

Co=aoho

ci=aiho+aoph:

c2=azbp+aibi+agh:

cs3=aszbo+azbi+aib2+aohs

Ca=aasbo+asbi+arby+aibs+aohs

Ck=akbo+akibr1+akobko+......... +a1bki+aohbk

Observamos que: Cx (S.T)
Observacion:
1. Cn+m=anbm
2. Cp+m+1= 0; puesto que
C n+m+1 =aj bj donde: i + j =n+m+1
=(n+1) +m
=n+(m+1)
a) C n+m+1 =an+1 bm=0bm=0
b) C n+m+1 =an bm+1=an0=0

3. S.T eN(A) el producto de dos sucesiones casi nulas es otra sucesion casi nula

Ejemplol:
Sea A = Z el anillo de los numeros enteros y

S=(2,3,4,0,0,0,......... )
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T=(0,5,0,-2,00,0,0....... )

S.T =(co,C1, C2, €3,c4Cs, C6,0,0,0,.....)

Siendo:

S=(2,3,4,0,0,0....)= {a0=2,a1=3,a2=-4,a3=0................

T=(0, 5, 0,-2,0 0, 0,0,0.....)= {bo=0,b1 =5, b =0 b3=-2......

Hallemos los valores de Ckdonde: K=0, 1, 2, 3,4, 5, .. ¢A que sera igual Ce?;C7?
en efecto:
Co=aobo=2(0) =0
c1=a1bo + agh1=3(0)+2(5)=10
Co=azbo + aib1 +agho= 4(0) +3(5) +2(0) = 15
cs=az bo+a2 by +ai bz + aobs= 0(0) +4(5) +3(0) +2(-2) =16
Cs=asbo+as by +ax by + a1 bs+ aobs=0(0)+0(5)+4(0)+3(-2) +2(0)= -16
Cs=as bo + a4 b1 +as by + az bz + a1 ba+ ag bs=0(0)+0(5)+0(0)+4(-2) +3(0)+ 2(0)= -8

Ce= asbo + asb1 + ashy + azbs + axba+ asbs+ aghs=0(0)+0(5)+0(0)+0(-2) +4(0)+ 3(0)+ 0(0)=0

c7=0
cs=0
Entonces el producto de S.T = (Co, C1, C2, C3, C4, Cs, Co.......) €S
S.T=(0, 10, 15, 16,-6,-8, 0, 0,0......) € N(2)
Ejemplo 2:

Considerando A = Q el anillo de los nimeros racionales se define:

T=(-1,6,3,0,0,0......... )—>m=2



R =(2,1/2,1/3,0,0,0....)—>m=2

=>m+n=4
Siendo:
t=(-1,6,3,0,0,0......... )y r=(2,1/2,1/3,0,0,0,....... ) hallamos el producto t. r
t.r = ( co, €1, C2, C3, €4,0,0,0
Entonces hallamos los valores de Cx, K=0,1, 2, 3,4, en efecto
Co=ao bo=-1(2)=-2
c1=a1 bo + ag b1=6(2)+(-1)(1/2)=23/2
co=a 2 bo +a1 b1 +aoby=3(2) +6(1/2) +(-1)(1/3)=26/3
cs=azbo+az by +a1hy +aohs = 0(2)+3(1/2)+6(1/3)+(-1)(0)=7/2
Cs=asbo+azby+ar by +a1bs+aohs=0(2)+0(1/2)+3(1/3)+6(0) +(-1)(0)=1
cs=0
ce=0

Luego: T.R = (-2,23/2,26/3,7/2, 1, 0, 0,0....)

Ejercicio 3:

De manera similar, Considerando A=Z el anillo de los nimeros enteros se define
R=(5,6,7,0,00......... )
M=(2,3,4,5,0,0,0....)

Hallar el producto R.M ejercicio!

32
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2.4. Anillos de sucesiones casi nulas
Sea (A,+, @) un anillo, afirmamos que el conjunto de todas las sucesiones casi nulas
definidas sobre A, dotadas de las dos operaciones de adicion y multiplicacion de sucesiones
casi nulas, es un anillo, es decir: (N(A),+, @) es un anillo
Esto significa que:
)  (N(A),+) es un grupo Abeliano
a. cerradura o clausura:
VseN(A);VteNA)—s+teN(A)
b. conmutativa:
VseN(A;VteNA)—>s+t=t+s
C. asociativa:
Vs, t, reN(A) (s+ t)+r=s+(t+r)
d. elemento neutro:
Existe la sucesién nula 6=(0,0,0,...) € N(A)/ V s € N(A)— s + 6=0 + s=s
e. elemento opuesto:
Vv s € N(A); existe —s € N(A)/s +(-5)=0
Donde si:
S=(ao, a1, az. .., an,...... 0,0,0,0,0.....)

-S=( -ao, -a1, -a2. . ., -an,...... 0,0,0,0,0.....)

1)) (N(A),e) satisface:
a) Clausura o cerradura:
VseN(A);, Vte N(A)— s.t e N(A)
b) Asociativa:

Vs, t,re N (A)— (s.t).r =s.(t.r)
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[11)  Propiedad distributiva de ® respecto de +:
VS, T,ReN(A) — S(T+R)=S.T+S.R
(T+R).S=T.S+R.S
Prueba:
Se desea probar la conmutatividad
s+t = t+s, Vs,ten N(A)
Si: se N(A)— s=(ao, a1, a2. . ., an,......, 0,0,0,0,0.....)
te N(A)— t=( bo, by, ba. . ., bn,bns1......bm0,0,0,0,0.....)
Con n<m
s+t= (aot+bo, a1+ by,. .., anthn,...... 0+bm,0,0,0...)
=(botao, b1+ ay,. .., batan,...... bmt0,0,0...)
=(bo, by,b2. .., bn,...... +bm,0,0...)+(aga,a2,a83... . ., an,...... am0,0...)
=t+s

Analogamente se cumple cuando n=m o m<n

Probemos que la multiplicacion es asociativa:
SiS=(aoaaz,.....,an0,0...)y T =(bo, b1,bs, ., bm,...0,0...) yr=(do, dy,..., b,0,0...)

Tenemos:

S.T=(c¢o, C1, ..., Cmn,0,0....) CON Ck= Zaibj
i+ j=k

T.R=(co, Cy, ... Cm+1,....) CON CK1= ijdu
j+u=k1
Por lo tanto:

S. (T.R)= (po,ps,....pn+m+1),0,....)
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Con Py= Z aiCk1 = Z ai ( ijdu )= Zai oidu)

i+k1=k i+ki=k  j+u=k1 i+ j+u=k

Analogamente:

(S.T).R = (pO, p1,....p (m+1)+1.0,....)

Con Px= ZCidu - Z ( Zaibj )du= Zai(bjdu)
i+u=k ivu=k  i+j=k i+ j+u=k

En consecuencia:

S.(T.R)=(S.T)R

Ademas siendo A un anillo, se usé el hecho que

(aibj).du=ai. (bj. dy) V ai b;, duen el anillo A

Prueba de la propiedad distributiva:
Sean:
S=(ao, a1, a. .., an,...... 0,0,0,.....)
T =(bo, by, ba. . ., bm......bm0,0,0,.....)
R = ( co, C1, C2..., ¢p,0,0,0...)
siim<p
T+ R =(botco, b1t C1.. .., bmtCme,...... Cpt0,0,...)
S.(T+R) = (do, d1,d2..., bn+p,0,0,0...)
Donde:
do=a0(bo +Co)= a0 bo + a0 Co
di=a1 (o +Co)+ ao( b1 + ¢1) =aob1+ agC1+ a1ho+ aoC1= aob1+ aibo+ aoC1+ aico
do=ax(bo +Co)+ a1( b1 + c1) +ao(b1+c2 )=azbot axco+ aibi+ aiCi+ aoho+ agCo= azbo +

aib1 + aghz + a2co + a1C1 + aoCz
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En general:
Condk= Y a(b;+c¢;)=Yahb, + D agc,
i+j=k i+ j=k i+j=k

S.(T+R)=S.T+S.R

Observacion:
1) Todas las demostraciones son consecuencia inmediata de la definicion de anillo

2) si(A,+,e) es un anillo conmutativo, entonces (N(A),+,®) es un anillo conmutativo

2.5. Anillo de polinomios
Al anillo (N(A),+,e) se le llama anillo de polinomios con coeficientes en el anillo

(A, +,®) de una variable a y sus elementos de N(A) se Ilaman polinomios.

Es decir, si  PeN(A) entonces una sucesion casi nula sera un polinomio sobre el
anillo A.

Los polinomios serdn simplemente elementos de ciertos anillos y lo que interesa
sera las propiedades algebraicas de ese anillo es decir:

Sea (A,+, ®) un anillo. Llamaremos anillos de polinomio sobre A en la indeterminada
X, y le representaremos por A[X] al conjunto de todos los simbolos ag+ aix*+ a2 X%+ ... +anx",
donde, “n” puede ser cualquier entero no negativo y donde los coeficientes ao, a1, ao,...... an,
esta en el anillo A.

Se dice que P es un polinomio sobre un anillo A, si y solo si existen ao, a1, az,.....,
anen A tal que p=(ao, a1, a2. . ., an,0,0,0....) es una sucesion casi nula.

Si PeN(A) los elementos ao, as, 2. . ., anse llaman coeficientes del polinomio P
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Notacion:

sea S= N(A) el anillo de polinomio sobre A

peSep=(ao, a1, az. . ., an0,0,0....)
p=(20,0,0,0,0...)+(0, a1,0,0,0...)+ (0,0,a2,0,0...)+.... + (0,0,0,0......an,....)
p=a0(1,0,0,0,....)+ a1(0,1,0,0,0...)+a2(0,0,1,0,0,0..)+....+an(0,0,0......1)
p=ap+ aix! +axx> +............ anX"

Por convenio los polinomios se le denotan:

p=ap+ aix! +axx> +............ anX"

Ejemplos de polinomios:
1) si6=(0,0,0,0....... ) en S=N(Z)
O se llama polinomio nulo sobre Z
2) Dado A=Z y S=N(2)
P1eS=P1=(1,0,0,0,0,0,0,0......... )
P2eS=P,=(0,12,3,6,0,0,0,0,0......... )
P:eS=P3=(-2,4,1,4,,0,5,0,0......... )

Ps Tiene como coeficiente a los niUmeros enteros:-2, 4, 1, 4, 0,5

2.5.1 Grado de un polinomio
Sea p € N(A) un polinomio no nulo p= (ao, ai, a,. . ., an, 0, 0,0) #@ entonces existe
ai#0 para algun neN (n finito). Al mayor ntimero entero n>0 se llama el grado del

polinomio P y denotaremos Grad(p)=n

Ejemplo:

1) Sea A=Z (el anillo de los enteros) y dados P,Q,S en el anillo,
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P=(1,0,5,0,0,0,0,0......... )
Q=(1,3,0,-5,9,0,0,0......... )
S=(8,0,0,0,0,......... )
Tenemos:

Para P: Existen n=2 el mayor entero positivo tal que a>=5,a>#0, entonces
Grad(P)=2
Para Q: Existen n=4, tal que a;=9+0, entonces: Grad(Q)=4

Para S: Existen n=0en Z, tal que ao=8+#0, entonces: Grad(S)=0

Ejemplo:
2) Dado A=Q (el anillo de los Racionales) y sean las sucesiones:
R=(9,8/7,0,0,0,...)
$=(1/2,0,1,0,1/3,0,0,0......)
T=(7,0,0...) endicho anillo; entonces:
Observamos que: Grad(R)=1, Grad(S)=4, Grad(T)=0
Nota:
1. Todo polinomio de la forma P=(a1,0,0,0...) con a;#0 se llama un polinomio de
grado cero
Asi, son polinomios de grado cero
P1=(13,0,0,0,0...) en N(Z) 0 N(Q)
P.=(1/9,0,0,0...... ) en N(Q)
P3=(-4,0,0,0...) en N(Z) 0 en N(Q)
2. El grado del polinomio nulo no se define

®=(0,0,0,0,0,0.......)
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Definicion:

Sea A[X]= el anillo de polinomio en x con coeficiente en A, Es conveniente denotar
los elementos de A[X] con la notacién p(x) 6 a(x),...
P(X)= ao+ arx* +azx% +............ anX"

Un polinomio p(X) € A[X] tiene grado cero si y solo si p(x)=a€A, Los polinomios
de grado 0 como el polinomio nulo constituyen los Ilamados polinomios constantes.
Asi: Los polinomios considerados en la nota anterior son polinomio constante

Los polinomios de grado 1 tiene la expresion general ax +b, a, b €A, a#0

Los polinomios de grado 2 tiene la expresion general ax?+bx+c con a, b, cen A

Observacion:
Sean s,p en N(A), donde:
s=(ao, a1, a2, . ., am,0,0,0...) de grado m
p=( bo, b1, b2.. .., bm0,0,0...) de grado n
Considerando n>m
Grado de (s.p):
s.p=( aobo, a1+ aob, ., Ck# Z abi | . cnn0,...)
i+j=k
Pero puede ocurrir que: Cm+n=am,bn=0, entonces
e grad(s.p)<m+n

e grad(s.p)=m+n. Cuando A es un dominio de integridad, es decir: si ambn#0

Ejemplo:
En el anillo de los polinomios P=N(Z), considere

$=(1,3,0,5,0,0,...)
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p=(-7,6,0,-4,0,0,...)
9=(5,1,3,0,-2,0,0...)
Tenemos: Grados(s)=3, aqui m=3
Grados (p)=3, aqui n=3
Grados (q)=4, aqui r=4
a) s+p=(-6,9,0,1,0...)
Como m=n=3=grad(s+p)=1<3
b) p+g=(-1,1,3,-4,-2,0,0,0,...)

r>m=grad (p+q)= max {4,3}=4

Notacion:
1) Si N(A) esel anillo de los polinomios con coeficientes en un anillo A, en
adelante a este anillo lo denotaremos con A[X], es decir: N(A)=A[x]
2) Denotamos con Po al conjunto de los polinomios sobre A de la forma

(a,0,0,0,0,0) para cada aeA

Observacion:

Si A=Z es el anillo de los nimeros enteros, entonces afirmamos que
ZcZ [X]

Este hecho nos permite afirmar que todo nimero entero a, puede considerarse como
un polinomio de la forma (a, 0, 0,0,....). Luego podemos hacer la siguiente identificacion:

a=(a, 0, 0, 0,0,....)
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Consideraciones basicas

Si definimos la funcion f de A en P, todo elemento a del anillo A, se puede
escribir: a=(a, 0, 0,0....)

Si llamamos 1 al polinomios 1= (1, 0, 0,0.....) y polinomio
X=(0,1,0,0,0,....)

Entonces se deduce que:

X?=(0,0,1,0,00....)

X3=(0,0,0,1,0,0,0....)

X*=(0,0,0,0,1,0,00,....)

X"=(0,0,0,....,0,1,0,0....) (ncerosantesdel 1)

Dados un polinomio P en el anillo de polinomios A[x], siendo
P=(ao, a1, a. .., an,...... 0,0,0,.....)
Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, se deduce que el polinomio P
tiene la siguiente forma.

P= apt+aix+axx®+azx’+....+anX"

Por convenio:

Al polinomio P en adelante se escribird como P(X)= ag+aix+azx>+asx>+. ... +anX"

Ademas:
Se afirma que P(x) es un polinomio en la indeterminada x. donde

grad(P)= grad(P(x))=n para an#0
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Ejemplo:

Dado el anillo de los enteros Z y sea Z[x] el anillo de los polinomios con
coeficiente en Z, sean los polinomios P, Q y S en Z[x] donde:

P=(2,-9,3,0,0,0......)

Q=(1,8,0,9,7,0,0,0.....)

S=(10,-1,5,-1,1,-1,0,0,0....)

En base a lo estudiado anteriormente, estos polinomios los representaremos como
sigue:

P= 2-9x+3x?

P es un polinomio de grado 2 y por convenio se acostumbra a escribir:

P(X)=3X2-9x+2

Q=1+8x +9x3+7x*

Q(X)= 7x*+9x3+0x?+8x +1

S=10-x+5x2-x3+x*-x°

S(X)=- x>+ x*- x3+5x%- x+10

Sumandos estos polinomios se deducen:

P(X) + Q(X)=3-1x+3x+ 9x> +7x*

Q(X)+S(x)= 11+7x+5x2+8x3+8x*-x°

Ejemplo de suma y producto de polinomios
Ejemplo 1:
En anillo de los polinomios Z(x) sean:
P(X)=8+2x-6x? ; Q(X)=4+2x?
Suma: P(X) + Q(X)=(8+2x-6x?) +(4+0x+2x?)

=(8+4)+(2+0)x+(-6+2)x?



=12+ 2X -4x?
Ejemplo 2:
Sea el anillo de los polinomios de los nimeros enteros Z[X]
P(X)=-3x*+2x3—x? +2x+0
Q(X) =5x* +3x3 + X%+ 2 x +1
suma: P(x)+Q(x)
=(-3x* + 2x3 = x% + 2 x +0) +(5x* + 3x3 + 7x%+ 2 x +1)
=(-3+5)x* + (2+3)x3 +(-1+7)x>+(2+2)x +(0+1)

=2 X*+5 x3+6 x2+4x+1

Producto:
S(X)P(x)=(3+2x2) (0+4x+3x+ 3x°)
S()P(X)=(3)(0)+ [(3)(4)+(0)(0)Ix+ [(3)(3)+(0)(2)+(0)(1)°]x* + [(3)(2)+(0)(-3) +
(2)@) + (0)(0)1%* + [(3)(0)+(0)(2)+(2)(-3) +(0)(4)+(0)(0)] x*+[(3)(0) +(0)(0)
+(2)(2) +(0)(-3) +(0)(4) +(0)(0)]x°

S(X).P(X)=0 +12x -9x>+14x3-6x*+4x°

Ejemplo 1:
P(X)=4x3-5x>+2x + 1
Q(x)=3x-6
Se resuelve analogamente:

P(X).Q(X) = 12x* - 39x® + 36x% - 9x - 6

43
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2.5.2 Raicesde polinomio

Definicion: sea p(X)= ao+ aix* +azx®+............ anx" un polinomio en A[X] se llama
el valor numérico del polinomio p(x) en BEA, al nimero:
aot a1B1 +a2[32 Fo, anp".

El valor numérico del polinomio es el resultado que obtenemos al sustituir la variable

X por un numero cualquiera.

Ejemplos 1:

1.- P(x) es un polinomio Z[x], Donde P(X)= 2+3x+Xx?
El valor numérico del polinomio en P en =3 en Z es:
P(3)=2+3(3)+(3)?

P(3)=20 por lo que 20 es el valor numérico de p(x) cuando x=3

Ejemplo 2:
El valor numérico del polinomio Pen 0, en Z
P(0)=2+3(0)+0?

P(0)=2

Ejemplo 3:

El valor numérico del polinomioPenl1,en Z
P(x) = 2x3+ 5x — 3; x =1
P(1)=2-1%+5-1-3
P(1)=2+5-3

P(1) = 4
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Observacion:
Sea(A,+,e) es un anillo
Para P(x) y Q(x) en A[x], se cumple
a) Si P(x)=Q(x),entonces para x=a, es p(a)=Q(a)
b) Decir que P(x)=Q(x)significa que los polinomios P(x) y Q(x) tiene

igual grado y los mismo coeficientes

Raiz de un polinomio

Si:

Definicion: un elemento de B de A es una raiz o cero de un polinomio P(X) si y solo

P(B)=0.

SI P(B) #0, entonces diremos que  de A no es raiz de polinomio p(x)

Ejemplo 1:

P(x)=30+4x-2x% en Z[x]

B=5€Z es raiz de p(x) porque:

P(x)=P(5)=30+4(5)-5(3)*=0

P(5)=0

Sin embargo para B=0; p (0)= 30+4(0)-5(0)?
p (0)=30

Entonces =0 no es raiz de p(X)

Ejemplo 2:
Calcular las raices de los polinomios
P(x) =x2—-5x+6

Para X = 2 y x = 3 € Z (el conjunto de los nimeros enteros) remplazamos:
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P(2)=(2)2-5-(2)+6
PQ2)=4-10+6=0
P@B)=(B)%2-5-3)+6

P(3)=9-15+6=0

Entonces x = 2y x = 3 son raices o ceros del polinomio:

P(x) = x> — 5x + 6, porque P (2) =0y P (3) = 0.

Teorema 1:

Si p(x) es un polinomio en A[X]. y BEA , entonces existe un polinomio s(x) en A[X],

tal que P(x)-Q(B)=(X-p)S(X)

Corolario 1:
Sea P(x) un polinomio A[x] donde para B en A, existe s(x) en A[X] tal que
p(X)=(x-B) s(x), entonces B es raiz de P(x): Es decir: BEA es una raiz del polinomio P(x), si

y solo si (x-B) divide exactamente a P(x)

Corolario 2:

SiB1,B2.Bss...... ,Bn son m elementos distintos del anillo A que son raices del
polinomio P(x) es decir P(B1)= P(B2)=... P(Pm)=0 entonces existe un polinomio s(x) € A[x]
tal que :

P(X)=(X- B1)(X- B2)(X- B3),.......(x- Bm) S(X)
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Corolario 3:
Si p(x) es un polinomio de grado n en A[X], entonces no puede existir n+1

elementos diferentes: B1,B2 ,B3 ,....Bn, Pn+1 de A tal que:

P(B1)=P(B2)=.....P(Bn)= P(Bn+1)=0

Por el corolario 2, existe un polinomio s(x)e A[x] tal que :
P(X)= (X- B1)(X- B2)(X- Ba),......(x- Pn) (X- Pr+1) S(X)

En cuyo caso:

Grado de P(x)> n+1>n, el cual contradice la hipdtesis, si s(x)#0
Si 5(x)=0 entonces resultaria:

P(X)= (X- B1)(X- B2)(X- B3),.....(x~ Bn) (X- Pn+1) =0

P(x)=0

Se contradice con el grado de P=n#0

Observaciones

Sea p(x) un polinomio en A[X]

El corolario 3 nos demuestra que un polinomio P(x)#0 de grado n tiene a lo mas n
raices .

Si B1,B2 ,B3,...,Bn SonN raices del polinomio P(x), entonces estos se descomponen en
los factores: P(X)= (X- B1)(X- B2)(X- B3),.....(x- Bn) (X- Bn+1) S(X)

Reciprocamente, si vale esta descomposicion entonces
B1.B2 B3 ,...,pn son raices del polinomio P(x)

De estas observaciones se infiere que la teoria de ecuaciones o sea el problema de
la determinacion de las raices de P(x), esta vinculada a la teoria de divisibilidad de

polinomio
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2.5.3 Divisibilidad de un polinomio
Sea p(x) y Q(x) dos polinomios en el anillo A[X]
Definicion: diremos que Q(x) #0 es divisor de P(x) y escribimos Q(x)/P(x), si existe
un polinomio S(x) en A[x] tal que: P(x)=Q(x) S(x)

En consecuencia, se debe cumplir: Q(x)/P(x) <>P(x) =Q(X) S(x)

Ejemplol:

En el anillo Z[x] sean P(x)=x>3x+2 ; Q(X)=x-1
Tenemos:

Q(X)/P(x), Es decir

Q(x) = x-1, es divisor de P(x)=x2-3x+2 pues, existe
S(x)=x-2 en Z[x] tal que P(x)=Q(x) s(x)
P(X)=(x-1).5(X) cOn s(X)=X-2

P(x) =(x-1)(x-2)

P(X) =x? -3X + 2 = (X-1)(x+2)

Ejemplo2:

En Z(X) sean p(x)= x>+5x3+2 x?+10 Q(X)=x+2

Tenemos:

Q(X)=x3+2, es divisor de p(x)= x>+5x3+2 x>+10 pues, existe s(X)=x>+5 en Z[X]
P(x)=Q(x)s(x)

P(X)=( x3+2)s(x), con s(x)= x*+5

P()=(x*+2)( x*+5)

p(X)= x>+5x3+2 x?+10
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Teorema:(Algoritmo de la division de los polinomios)
Sean P(x) y Q(x) dos polinomios en A [X],y Q(X) #0, entonces existen dos polinomios
unicos C(x) y R(x) en A [X] tal que cumplen las siguientes propiedades:
1. P(X)=Q(x)C(x) + R(x) es decir R(x)=P(x)-Q(x).C(x)
2. R(x)=0 o bien grad(R(x))<grad(Q(x))
El polinomio C(x) se denomina cociente de dividir el polinomio P(x) por Q(x)
El polinomio R(x) se denomina resto de dividir el polinomio P(x) por Q(x)

La demostracion tiene dos partes: existencia y unicidad

Demostracion (existencia)
Sean P(X)=ap+ arx* +ax* +............ anX"
Q(X)=bo+ bix* +bx?+............ bmx™ ; bm#0
Analicemos los siguientes casos:
1) P(x)=0, el resultado es inmediato
2) Si Grad P(x)< Grad Q(x) (n<m)
Es suficiente tomar c(x)=0 y resulta
P(x)=0; Q(x) + P(x)
Grad(P(x))= Grad(R(x))= n<m= Grad(Q(x))

Grad(R(x))< Grad(Q(x))

3) Si Grad(P(x))= Grad(Q(x),n=m)
Debe exitir ¢(x) y R(x) tal que
P(X)=c(X)Q(X)FR(X). .o, ()
En este caso sera suficiente considerar el polinomio constante

c(x)= an bn{(m=n, br#0), que satisface (a) es decir:
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P(X)= an bn(bo + bax! +......+baXM+R(X)

ap+ axt +ax®+............ anX"= an bnt bo+ an b bix + an X"+R(X)

R(X)= ao + aix* +azx? +......+an1X"-(an bn? bo+ an bn? bix +....+ an byt x™)
Grad R(x)<n-1<n=Grad

Grad R(x)<Grad Q(x)

4) Si Grad(P(x))>Grad(Q(x))(n>m)
Sea P1(X)=P(X)- an bm™™(bo + bax +......+bmx™)
P1(X)=P(X)- an bm™* X™™ Q(x)
P1(X)= a0+ arxt +ax® +..... +anX™ an bt X (o + byx? +. . .A+bmx™)
GradPy(x)<n-1<n
Razonando de acuerdo a un principio de induccion matematica para P1(x):
Existen c1(x) y Ru(X) tal que:
R1(x)=P1(x)-c1(x)Q(x) tal que
P1(X)=C1O)Q)FRIK)- + e eeeeee el B
Y Grad Ri(x)< GradQ(X)
De (o) y (B) se tiene :
P(X)=an bm X""=C1(X)Q(X)+R1(X)
P(x)=an bm x"MQ(x)+ c1(x) Q(x)+ Ra(x)
Llamando:
c(X)= an bm X"MQ(x)+ c1(x) y R1(x)= R(x)
Resulta
P(x)= C(x)Q(X)+ R(x)
R(X)= P(x)- C(x)Q(x)
Ademas grad(R(x))<grad(Q(x))



Unicidad
c(x) y R(X) son Ginicos
En efectos:
Supongamos que ademas existen ¢’(x) y R’(x) tal que
P(x)= ¢’(x) Q(x) +R(x)
P(x)= c(x) Q(x) +R(x)
Igualando:
R(X)-R’(x)=(c(x)-¢’(x))Q(x)
Si ¢(x)- ¢’ (x)=0—c(x)=c’(x)
Si ¢(x)- ¢’ (x)#0
Por cuestiones de grado tendriamos
Grad(R(x)-R’(x))=Grad(c(x)-c’(x))+Grad Q(x)
R>0
Max(Grad(R(x)),Grad(R’(x)))
Grad(Q(x))< KGrad(R(x))
Grad(Q(x))<Grad(R(x))(—+«)
Contradiccion con grad(R(x))<Grad(Q(x))
Entonces debemos aceptar que:C(x)-C’(x)=0—c(x)=C’(x)
Por lo tanto

R(X)-R’(x)=0— R’(x)= R(x)

Ejemplo 1:
En el anillo Z[X] Sean en cada caso
P(X)=x *-5x3+11x2-12x+6 sea

Q(X)= x?-3x+3



Existe R(x) =P(x)-Q(x)C(x)
R(X)= x *-5x3+11x2-12x+6 - ( x2-3x+3)C(x) siendo C(X)=x?-2x+2
R(X)= (X 4-5x3+11x?-12x+6)-( X*-3x+3)(X?-2x+2)

R(X)=0

Ademas: Grad(R(x))=0<Grad Q(x)=2

—Grad (R(x))< Grad (Q(x))

El algoritmo de la division se representa usualmente como:
P(X)lﬁw_
R(x) C(x)
Donde: P(x)=Q(x).C(x) + R(X)

C(x)= el cociente de dividir P(x) entre el polinomio Q(x), Q(X)#0 y R(x) es el resto

Ejemplol:
En el anillo Z[x] sean los polinomios:
P(x)= X*-2x3 -11x2+30x-20 y Q(x)= x>+3x-2Hallar el C(x) y R(X) Unicos tales que

P(X)=Q(X)C(x) +R(x)

Solucién:
Usando el esquema anterior, tenemos:
X4-2x3 -11x2+30x-20 [x?+3%-2
-x4-3x3+2x2 x?-5x+6 —> C(X)
0-5x3-9x%+30x

-5x3+15x2-10x

0+6x2+20x-20

52
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-6X%-18x+12

2x—-8 —> R(X)
Luego C(X)= x?-5x+6 y R(X)=2x — 8
Se puede comprobar que R(x)=P(x)-Q(X)C(x) Ademés vemos que:

grad(R(x))<grad(Q(x))

Ejemplo2:
En el anillo Z[x] sean los polinomios:
P(X)= 6X5+ X*0x3 +4x2-7Tx+1 y Q(X)= 2x%+x-3 Hallar el C(x) y R(x) Unicos tales
que:

P(x)=Q(X)C(x) +R(x)

Solucién:
Usando el esquema anterior, tenemos:
6X%+ XH40x3 +4x2 -7x+1|2x%+x-3
-6X>-3X4+9x3 3x3 -x? +5x-2
0- 2X*+9x3 +4x?
+2X4H4x3 -3x?

0+10x% +xZ-7x

-10x3 -5x% +15x

-4x2 +8x+1

4X2 +2Xx-6

0+10x-5 ——> R(X)

Luego C(x)= 3x® -x? +5x-2 y R(X)= 10x-5
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Se puede comprobar que R(x)=P(x)-Q(x)C(x) Ademas vemos que :

grad(R(x))<grad(Q(x))

Polinomios asociados:
Definicion.-
Los polinomios son tales que uno de ellos es igual al otro, multiplicado por una
constante cualquiera no nula, y estos se llaman polinomios asociados.
Es decir,
P(x) y Q(x) son asociados P(x)=KQ(x) v Q(X)=KP(x)

Siendo K una constante de A

Ejemplo 1:
En el anillo Z[x] sean: P(x)= x3-7x-2, Q(x)=5x3-35x-10 entonces, P(x) y Q(x) son

asociados pues, Q(x)=5P(x)

2.5.4 Maximo comun divisor de polinomios
Definicion: Dados dos polinomios P(x) y Q(x) en el anillo A[x], su maximo comun

divisor es el Polinomio D(x) si se verifica:

1. D(X)/P(x) A D(x)/Q(x)

2. Sid(X)/P(X) A d(X)/Q(x}—>  d(X)/D(x)
Escribimos: D(x)= MCD (P(x), Q(X))

Ejemplo:

Dados P(x)=X%+ x*-2x3  Q(x)= x>+2x*-x3-2x?
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Entonces existe D(x)=(x-1) (x+2)=x?+x-2, es tal verifica:
(1) D(x)/P(x), pues P(x)=D(x)(x)

D(x)/Q(x), pues Q(X)=D(x)(x*)

(2) Si d(x)=x-1
d(x)/P(x); pues; P(x)=d(x)(x*+2x)
d(x)/Q(x); pues; Q(x)=d(x)(x*+x?)
Entonces: d(x)/D(x); puesto que.
D(x)=d(x)c(x)
X24+x-2=(X-1)C(X), C(X)=X+2
MCD(P(x),Q(X))=X? +X-2

Nota: en la parte (2), d(x) puede tomarse también como x+2=d(x)

Definicion:
Diremos que dos polinomios P(x) y Q(x) en A[(x)] son primos entre si, si Sumaximo
Comun Divisor es igual a 1y se denota:

P(X) psiQ(x) —> MCD(P(x),Q(x))=1

Ejemplo 1:
Sean P(x) y Q(xX) en Z[x], donde P(x)=x+1, Q(x)=x-1 se tiene MCD (P(x),

Q(x))=1, entonces P(x)y Q(x) Son primos entre si
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2.5.5 Polinomio irreducible
Definicion.-
Un polinomio P(x) es irreducible en el anillo A [X], si y solo si, P(x) admite por

divisores a 1, y a los asociados de estos.

De manera equivalente:
Un polinomio P(x) en A[x] es irreducible sobre A, si se tiene que P[x]=S[x]T[x] donde

uno de los dos, S(x) o T(x), es de grado cero.

Ejemplo 1:
Sea el anillo de polinomio Z[x] y el polinomio P(x)= X2+1, sus divisores son x*+1y

1 entonces, P(x)= X2+ 1 es irreducibles.

Ejemplo 2:
Sea P(X)= X2- 4, en Z [x], sus divisores son 1,x +2 y x-2 son divisores de P(x)

diferentes de 1y si mismo.



3.1.  Sesion de aprendizaje

Titulo: Anillo de polinomios

I. OBJETIVOS:
1.1 Objetivo general:

Capitulo 111

57

e Define el anillo de polinomios y un polinomio a partir de sucesiones casi nulas en

un anillo.

e Realiza operaciones con polinomios

1.2 Objetivos especificos:

e Define el anillo de polinomios.

e Realiza operaciones con polinomios

e Caracteriza los polinomios de acuerdo a sus propiedades

e Resuelve problemas de aplicac

ion.

Il. ORGANIZACION DE LOS APRENDIZAJES:

Conceptos

Aprendizaje(S) esperados

Actitudes
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= Ley de Composicion Interna

(LCI)

= Estructura Algebraica

= Grupos y Subgrupos

= Anillo y Subanillo

= Sucesiones y sucesiones casi

COMUNICACION MATEMATICA:

Expresa verbalmente una ley de composicion interna
y algunas estructuras algebraicas.

Infiere procedimientos

EvalUa conceptos y definiciones sobre Anillos
Analiza las operaciones de sumay producto de

Muestra deseos de superacion
personal y profesional.
Muestra rigurosidad en el
manejo conceptual.

Muestra perseverancia en la
solucién de la guia de practica.

nulas sucesiones casi nulas.
= Sumay producto de = Define un anillo de polinomios
sucesiones casi nulas = Define un polinomio.

= Grado de un polinomio
= Raices de un polinomio RAZONAMIENTO Y DEMOSTRACION
= Divisibilidad de polinomios = |dentifica el concepto de ley de composicidn interna
= Teorema del algoritmo de la = Prueba las propiedades de los anillos

division de polinomios

= Maéximo Comun Divisor de RESOLUCION DE PROBLEMAS

Polinomios = Resuelve problemas de suma de sucesiones casi
nulas
= Resuelve problemas de producto de sucesiones casi
nulas.

= Resuelve problemas de operaciones con polinomios.

I11. SECUENCIA DIDACTICA:

Evaluacion
Situaciaciones de Estrategias Recursos Criterio | Indica | Instrum
aprendizaje dores | entos Tiempo
e Presentacion. e Exposicién oral.
Exploracion de saberes | o Equipo multimedia.
previos. e PPT CM.
INICIO o Define leyes de | e Pizarra, plumones y mota.
composicién interna en 10°
un conjunto dado.
o Define un anillo.
o Define sucesiones
distinguiendo las | e Exposicion oral.
sucesiones casi nulas e Equipo multimedia.
o Define y calcula lasumay | o PPT CM.
el producto de sucesiones | e Pizarra, plumones y mota.
PROCESO casi nulas. R.P.
eDefine un anillo de 30’
polinomios, polinomio vy
grado de un polinomio.
e Realiza operaciones con
polinomios.
® Resuelve la guia practica. R.M.
SALIDA e  Guia préctica. R.P. 10°
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Guia de practica

1. Se tienen las sucesiones:
S=(-8,2,-3,-1,2,0,0,0......)
T=(-10,3,0,7,-5,0,0,0......)

a. Identifica el tipo de sucesiones que representan.

b. Hallar la suma de dichas sucesiones.

2. Dadas las sucesiones R = (1, 2,-5,4,0,0,0,0,0...... )
T=(6,3,0,0,0,0,0............ )
a. Calcule el producto de estas sucesiones.

b. Identifique los coeficientes del polinomio.

3. Proponga dos sucesiones casi nulas y halle la sumay el producto, identificando los

coeficientes en cada caso.

4. Halle el grado en el anillo de sucesiones casi nulas que caracteriza a los polinomios
en el anillo de polinomios.
P=(8,1,-1,6,2,0,00,............. )
Q=(0,-27,15,0,0,0........u........ )
R=(1,4,0,5,0,0,0.....cccccuu.... )
S=(3,-7,4,0,0,0.....ccoeeeerrrnns )
T=(4,0,-1,6,0,0,00................ )
U=(0,6,5,0,0,0,0,0................ )

V= (6,9, 15,2,7,5,1,1,0,0,0....)



5. Represente a los polinomios a partir de las siguientes sucesiones casi nulas
P=(4,0,5,8,9,0,0,0,0,............ )
Q =(0,19,-5,7,0,9,8,0,0,0,0.....)

R=(-4,1,0,6,7,3,0,0,0,0,.......... )

6. Dados los polinomios A=6x+2x-7, B=-4x+3x-5 Calcular: A+B y A.B.

7. Dividir los siguientes polinomios
a. (x*—2x3-11x2+30x —20) : (x2+3x—2)
b. (x®+ 5x* + 3x% - 2x): (x> — x + 3)

c. P(x)=x>+2x3 -x-38 Q(x) =x2—-2x+1

8. Calcula el valor de los polinomios cuando x=3 y x=2?
a. P(x)=x2 +3x—2
b. R(x)= 2x4 + 3x3 + 3x2 — 2x+3

c. Q(x) =x2—-2x+1

9. Calcule los productos que se indican:
a. (x*—2x%2+2) - (x?-2x+3)
b. (3x? —5x) - (2x® + 4x2 —x +2)

c. (2x2—-5x+6) - (3x* —5x3 — 6x%+ 4x — 3)

60
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Sintesis

Para comprender la construccion del anillo de polinomios, es necesario tener los

siguientes conceptos fundamentales:

1. Semigrupo
Sea unconjunto A= ®d,y “x*” una L.C.I. definida sobre A. Si “*” es asociativa,
decimos que (A;*) es un semigrupo.
Es decir, (A;*) esun semigrupo, sii, (x * y)* z = x * (y *2), VX, y,Z € A
2. Grupo
Sea G # @ , “*”una L.C.L.; decimos que el monoide (G;*) tiene la estructura de
grupo si y solo si, verifica los siguientes axiomas:
G1) Asociativa (x*y)*z=x*(y*2), VX,y,2eG.
G2) Existencia del elemento Neutro; Jee G/exx=x*e=Xx, VxeG.
G3) Existencia del elemento Simétrico; IX'e G, x*x=Xx*x'=e, VxeG.
Si ademas se cumple:
G4) Conmutativa; x*y =Yy*X, Vvx,yeG, el grupo (G,*) es un grupo abeliano
3. Anillos
Sea el conjunto R diferente del vacio (R # @) vy las operaciones binarias " * " y
"A"; la terna (R; *; A) es un anillo, si y solo si, se verifican las siguientes
condiciones:
1°) (R; =) esun grupo abeliano
2°) (R; A) esunsemigrupo

3°) La segunda operacion (A) es distributiva respecto a la primera operacion ().
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Por simplicidad en las notaciones consideramos las operaciones anteriores como
+y . ; entonces diremos, que la terna (R, +, *) es un Anillo si y solo si, se cumplen las
siguientes propiedades:

A a+b+c)=(a+b)+c
Ley de Asociatividad respecto de " + "
A, + a+0=a, O0+4+a=a Va€eR
Ley de la identidad respectoa " + "
A; ¢ a+(—a)=0, (—a)+a=0
Ley del opuesto aditivo.
Ay, a+b=b+a
Ley Conmutativa respecto de " + "
As :a,b € R = a'b €R

Ley de absorcion respectoa " - "

Ag : a-(b-c)=(a-b)-c

Ley de Asociatividad respecto de

a-(b+c)=a-b+a-c

(b+c)ra=b-a+c-a VabceR

Ley Distributivade la "-" respectoala "+ "

4. Subanillos
Sea (R, +,) un anillo; un subconjunto A € R es un subanillo de (R, +,7);
si (A,+,") esunanillo.
Ejemplo:
Sea (Z,+,) el anillo de los enteros, como 2Z, 3Z, 5Z, 6Z, ... estan contenidos en Z;

entonces se tiene que (2%, +,), (3Z, +,"), (5Z,+, -), .... Son subanillos de (Z, +, -).
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Observacion:
Para probar que un subconjunto de un conjunto es un subanillo, es
suficiente probar:
i) YVab R ; a—bE€ER

ii) Vab €R; a-beR

5. Sucesién
Una sucesion es una funcion cuyo dominio es el conjunto de los nimeros naturales
y cuya imagen es un anillo A.

Es decir, SN —>A
(i) —>S()

Donde N es el conjunto de nimeros naturales sin cero.

6. Suma de sucesiones casi nulas
Sea ( A,+,e)un anillo conmutativo con unidad
Denotamos por N(A) al conjunto formado por todas las sucesiones casi nulas es
decir: N(A)= {S: N—A/s es una sucesion casi nula} .

Sean Siy S; dos sucesiones casi nulas.

SieN (A) — S=(ay,8,,a,,8,,.......,a,,.,0,0,0...)

S; eN (A) — S= (b,,b,,b,,b,.......,,b.,0,0,0........)

11 M0
Definimos la suma de sucesiones casi nulas mediante:

Si+Sj=(a,+by,a, +b,....... ,a_ +b_,..

7. Producto de sucesiones casi nulas

Sean las sucesiones Sy T,
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S=(ao, as, a. .., an,...... 0,0,0,0,0.....)
T = (bo, b1, b2. . ., bn,bn+1.....om 0,0,0,0,0.....), definimos el producto de dichas
sucesiones como: S.t=(Co,C1, C2, C3,

Ck= Z aibj

i+j=k

0,0,0....) donde:

8. Anillo de polinomios

Sea (A,+, ®) un anillo. Llamaremos anillo de polinomios sobre A en la indeterminada
X, y lo representaremos por A[x] al conjunto de todos los simbolos ao+ aix*+ azx?+ ...+anX",
donde, “n” es cualquier entero no negativo y los coeficientes ag, ai, az,...... an, estan en el
anillo A.

Es decir, se dice que P es un polinomio sobre un anillo A, si y solo si existen ao, ai,
az,....., anen A tal que p =(ao, a1, az. .., an0,0,0....) es una sucesion casi nula.

Si PeN(A) los elementos ao, a1, az. . ., anSe llaman coeficientes del polinomio P

9. Valor numérico de un polinomio

Sea p(x)= ao+ arx* +axx? +............ anX" un polinomio en A[X] se llama el valor
numérico del polinomio p(x) en BEA, al nimero:

ao+ a1t +api+............ anp".

El valor del polinomio es el resultado que obtenemos al sustituir la variable x por un

namero cualquiera.

10. Raiz de un polinomio
Un elemento de B de A es una raiz o cero de polinomio P(x) si y solo si P ()=0

Si P (B) #0, entonces diremos que p de A no es raiz de polinomio p(x)
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Apreciacion critica y sugerencias

Apreciacion critica

El presente trabajo se realiza con el interés de aportar a la reflexion y mejoramiento
de la ensefianza de los polinomios frente a las dificultades que presenta su aprendizaje desde
los niveles bésicos, que afectan su adecuada comprension y su posterior aplicacion.

Es muy comdn que los estudiantes desde el nivel primario, pasando por el nivel de
educacion secundaria y superior, presenten dificultades en la comprension de cuestiones
algebraicas, posiblemente debido a su nivel de abstraccion conceptual y su expresion
eminentemente simbolica. Por lo que una manera efectiva de abordar la solucién del
problema es mejorando tanto la formacién inicial y en servicio de los docentes de matematica
principalmente en cuanto a su formacién disciplinar.

Es importante entender que mejorar la ensefianza de los polinomios, significa
también mejorar la comprension de muchos otros conceptos que se encuentran directamente
relacionados a los polinomios, como son las funciones, las ecuaciones y muchos otros
conceptos matematicos fundamentales.

El estudio de los polinomios no solo limitado a cuestiones operativas o de calculo,
sino fundamentalmente al estudio de sus propiedades que le dan la estructura de anillo,
permite mejorar su comprension, estableciendo analogias con otros objetos matemaéticos de
diferente naturaleza y sus posibilidades de aplicacion en la interpretacion y solucién de
situaciones diversas.

El uso de conceptos preliminares para entender la construccién de anillos de
polinomios no esta claramente comprendido por los estudiantes; es por ello que se vuelve
dificultosa su comprension. Se necesita conocer la estructura algebraica que es esencial para

la construccion de los anillos de polinomios.
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La importancia de conocer este tema de anillos de polinomios es que nos ayuda a
comprender la construccion de los polinomios, bajo la comprensién del concepto de
estructura algebraica, ley de composicion interna, grupos subgrupos y las propiedades que
caracterizan a los anillos.

Por lo que destacamos la realizacion del presente estudio, con miras a poner en primer
plano la importancia de mejorar la comprension de los polinomios para una mejora de su

ensefianza en todos los niveles educativos.

Sugerencias

En el desarrollo de los sistemas numéricos, asi como en el de los polinomios y otros
objetos matematicos, en el nivel de educacion secundaria es posible introducir el concepto
de estructuras algebraicas de manera progresiva, iniciando con el concepto de leyes de
composicion interna.

Enfatizar en la comprension de las estructuras algebraicas en la formacion de los
estudiantes de educacion en la especialidad de matematica, asi como en aquéllos que ya se
encuentran en ejercicio.

Introducir innovaciones en la ensefianza de las estructuras algebraicas a los futuros
docentes de matematica, estableciendo vinculos con situaciones no matematicas.

Replantear la ensefianza de los polinomios tanto en el nivel secundaria como en el nivel
superior, para ir mas alla del calculo y profundizar en la comprension de sus propiedades y
su utilidad en el aprendizaje de otros objetos matematicos.

En general, revisar el enfoque que se le da a la ensefianza del algebra en la educacién
basica, para superar los principales obstaculos que se presentan en su aprendizaje desde los

niveles bésicos.
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