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Introduccion
Se observa que desde los tiempos antiguos ha existido seres humanos, objetos y grupos de
bandas que vivian en una comunidad, que para su subsistencia tenian que permanecer juntos ya

sea para poder cazar o defenderse.

Todo esto nos lleva a pensar que la representacion numerica de una cantidad siempre estuvo

presente, luego los griegos hardn un gran aporte a las matematicas.

Podemos decir que laidea de representar un conjunto , siempre estuvo presente

desde hace muchos afios atras ,mediante esta idea quiero mostrar un enfoque axiomatico

de la teoria de conjuntos, bajo una perspectiva de concepto primitivos.

Quiero que un momento podamos observar las cosas como un conjunto ,y observamos que hay

Conjuntos de diferentes tipos ,relacionados con nuestra realidad que vivimos.

Entonces podemos observar a simple inspeccion existen varios tipos de conjuntos, diriamos

Una gama de conjuntos ,que sin querer somos parte de aquellos conjuntos.

Es decir toda nuestra realidad se rige entorno a la formacion de conjuntos.



Muchos matematicos modernos han tratado de que intentando encontrar un inicio de las
matematicas, algunos llegaron a pensar que lo harian a través de la teoria de conjunto.

Todos los esfuerzos fueron en vano al inicio a medida que se fue abordando e investigando
el tema se lleg6 a que la mejor manera de dar a conocer los teoremas a apoyandose en los
axiomas.

Bajo esta introduccion deseamos tocar los axiomas que definen un conjunto.

Que nos que dan por observar y demostrar como se comportan para poder formar nuevos
conjuntos a partir de otros conjuntos.

Esto me lleva a pensar que los axiomas juegan un papel importante para formacion de

conjuntos.
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CAPITULO |
Axioma Breve de la Teoria de Conjuntos
1.1 EIl meétodo axiomatico (breve exposicion)
El uso del método axiomatico se ha extendido no sélo a las diferentes ramas de la matematica,
sino hacia otras ciencias como la fisica, economia, etc. Se hara una breve exposicion de los

aspectos esenciales de este método.

Generalmente, toda teoria matematica esta formada por dos conjuntos:

Un conjunto de conceptos, y un conjunto de proposiciones.

i) Conceptos.

Los conceptos son instrumentos utilizados para distinguir entidades y agruparlas. Permiten

realizar operaciones conceptuales y empiricas de analisis y sintesis. Por ejemplo:

Leibniz fue un matematico es una proposicion que esta en el “nivel” conceptual. En ese nivel:

e “Leibniz” es un concepto y puede expresarse por C.

¢ “fue un” se entiende como perteneciente a una clase, que también es un concepto; y se

expresa por €.

Los conceptos son de dos tipos: términos primitivos (o no definidos) y términos definidos.

Términos Primitivos

Los términos primitivos son los primeros que se dan en la teoria sin definicion. Pueden ser de

diferente naturaleza: elementos, conjuntos, relaciones, operaciones, etc. Cuya naturaleza no
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queda especificada de antemano. A los términos primitivos por ser no definidos, se los representa

por variables.

Ejemplo. Tomaremos como términos primitivos para la teoria de conjuntos a los tres siguientes:
elemento, conjunto y una relacion “e” que llamaremos relacion de pertenencia. Entonces

tenemos:

e Elementos: a, b, c, ..., X, Y, z.

e Conjuntos: A, B,C, ..., X, Y, Z.

Términos definidos.

A partir de los términos primitivos, otros conceptos pueden ser introducidos en una teoria

axiomatica: los definidos (o derivados) a partir de los primitivos.

9% ¢ 29 ¢

Por ejemplo, a partir de los conceptos de “punto”, “recta”, “plano” y de las relaciones de

99 Cey

“congruencia”, “incidencia” y “estar entre” (conceptos primitivos en el tratamiento dado por

Hilbert en 1899) se pueden definir: &ngulo, rectas perpendiculares, planos paralelos, etc.

i) Proposiciones.

Las proposiciones son de dos tipos:

e Axiomas o Postulados

e Teoremas

Axiomas

Ademas, de los conceptos primitivos, el metodo axiomatico exige que se selecciones
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determinadas proposiciones que vienen a ser los axiomas de la teoria. Entonces, los axiomas 0
postulados son algunas proposiciones de la teoria que deliberadamente son aceptadas sin

demostracion. Los axiomas definen implicitamente a los términos primitivos o definidos.

Ejemplo. Axioma de extension (para conjuntos)

A=B < (VX)(xe A & xeB)

Por un lado, este axioma nos expresa que un conjunto queda bien determinado por la totalidad
(extension) de sus elementos. Entonces, si todos los elementos de un conjunto X son: 2,4, 6, 8,y

10; escribimos

X ={2, 4, 6,8, 10}.

Ejemplo. Hilbert, reconstruyo la geometria plana en base a 20 axiomas clasificados como:

e Axiomas de incidencia: ocho axiomas.

e Axiomas de orden: cuatro axiomas

e Axiomas de congruencia: cinco axiomas

e Axiomas de continuidad: dos axiomas

e Axiomas de paralelismo: un axioma

Ejemplo de axioma de incidencia: “Cualquiera que sean los puntos A y B, existe una recta L

que pasa por cada uno de los puntos A 'y B”.
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Nota. La necesidad de términos no definidos (primitivos) y proposiciones no
demostradas (axiomas), se debe a que no es posible llevar la definicién y la demostracion

indefinidamente.

Teoremas

Las demas proposiciones (los teoremas), deben ser buscados por medio de la demostracion a
partir de los axiomas. Entonces, los teoremas son las proposiciones de la teoria que son

consecuencia logica de los axiomas. En consecuencia, su veracidad debe probarse.

En general, un teorema es una proposicion de la forma H = T, donde H es la hipdtesisy T

es la tesis. Ademas de estos dos elementos se distingue una tercera parte: la demostracion.

Demostracién. Se llama asi a la secuencia de proposiciones que termina con la tesis
(conclusidn), donde cada proposicion es una hipotesis, un axioma, un teorema previo o una

secuencia logica de las proposiciones anteriores.

Ejemplo. La relacion de igualdad entre conjuntos es transitiva. Es decir,

A=BAB=C = A=C

Demostracion.

Sea x un elemento cualquiera. Luego,

A=B AB=C = (VX)(xeA < xeB) A (VX)(xeB < xe C)(Axioma de extension)

= (VX)(xe A & xeC) (Transitividad de la equivalencia logica)

= A=C. (Axioma de extension)
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Corolario. Un corolario es una afirmacion que se deduce inmediatamente de un teorema.
Ejemplo.
Teorema

Sea f : A — Bunafuncion. Entonces, f esbiyectiva < f esinvertible.

Corolario

Silafuncién f : A — Bes invertible, entonces la funcion f : B — A es biyectiva.

1.2 Sistema axiomatico

Podemos decir casi todas las verdades que componen la teoria son demostradas a partir de
pocas verdades primeras 0 axiomas, que no se demuestran. Los conceptos primitivos no
necesitan ser definidos, pues los conocemos intuitivamente. Los axiomas no necesitan ser
demostrados, pues su efectividad es palmario y lo aceptamos por olfaccion. Aplicar el deduccion
axiomatico a un terreno alguien de la sinceridad consiste en preparar nuestros saberes acerca de
ese terreno en la modo de argumento axiomatica.Entonces, un sistema axiomatico es una teoria

desarrollada mediante el método axiomatico. Es decir, esta conformada por:
e Conceptos o términos primitivos.
e Conceptos definidos.
e Axiomas o postulados

e Teoremas.
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Ademas, de los cuatro enumeradas existe otra que generalmente no se menciona, que es la

I6gica. Esta nos proporciona las reglas para demostrar los teoremas.

La siguiente es una exposicion de la teoria de conjuntos de naturaleza intuitiva. En esta teoria,
tomaremos como conceptos primitivos a las nociones de conjunto, elemento y las relaciones de

pertenencia e igualdad; estos conceptos no se definen.

Formalmente, la relacion de conjuntos se desarrolla mediante el método axiomatico, y una
exposicion desarrollada mediante levante dialéctica se 1lama “sistema irrebatible”. Un sistema
irrebatible, como se afirma lineas en lo alto, se entiende como una argumento desarrollada a
partir de ciertos enunciados o axiomas mediante la aplicacion de reglas légicas. Es decir, en base

a.

1. Términos primitivos (términos no definidos).

2. Términos definidos.

3. Axiomas o postulados.

4. Teoremas

5. Reglas logicas.

En nuestro desarrollo intuitivo, de la teoria de los conjuntos, utilizaremos una relacion

primitiva que notaremos con “e” llamada relacion de pertenencia.

Un conjunto (o coleccion) esta formado de objetos llamados sus elementos. La relacién basica

entre un conjunto y un objeto, del conjunto, es la relacion de pertenencia. Los objetos seran
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susceptibles de tener relaciones o propiedades entre ellos. Estos objetos seran representados por

simbolos y las propiedades o relaciones, por combinaciones de los simbolos.

A los conjuntos los simbolizamos, generalmente, mediante letras latinas mayusculas, y a sus

elementos con letras mindsculas, numeros u otros objetos; es decir

AB,C,...,aDbc,...,etc

Relacion de igualdad

Los objetos, elementos o conjuntos gozan de una de las relaciones méas elementales, que es el

C__9

de la igualdad; representada por y se lee “igual”. Entonces, si x e y son dos simbolos que

representan elementos, la relacion de igualdad se escribe por x =y. Es decir, x es igual a y si

ambos representan a un mismo elemento.

Si el elemento x no es igual a y se escribe x #y. Es decir,

~(X=y)= x#y.

Relacion de pertenencia

Cuando un objeto x es uno de los elementos que componen un conjunto A, diremos que “X

pertenece al conjunto A”, y escribimos

XeA

Si por el contrario, x no es uno de los elementos del conjunto A diremos que “X no pertenece
al conjunto A”, y escribimos

X¢gA
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Entonces,
~(xeA) =x¢gA.
Por ejemplo,si A={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...},tenemos 5 4, 2 ¢ A.

1.3 Algunos axiomas bases de la teoria de conjuntos

En toda axiomatizacion de la teoria de conjuntos se necesita, por lo menos, de un axioma,
regla o convenio que nos permita analizar en que condiciones varios conjuntos son el mismo
conjunto; es decir, que nos permita extender o hacer una extension del concepto de conjunto.
Asi, como otro axioma que nos permita definir tipos de conjuntos, es decir, un axioma que nos

permita formar otros conjuntos.

La primera axiomatizacion aparecio en el afio 1908 con los axiomas de Zermelo. Entre los

axiomas mas conocidos de esta teoria, tenemos:
I Axioma de sustitucion

“Sea P(x) una proposicion sobre x. Si P(x) es verdadera y si m = X, entonces P(m) es también

verdadera”.

Por ejemplo, sea P(x) una proposicién y A = {0, 1, 3, 5} el dominio; tal que: P(x): x € A. Si
P(x) es verdadera, es decir, x € A es verdadera y si x = 3, entonces P(3) es verdadera, pues 3 € A

es verdadera.
Il Axioma de existencia

“Existe un conjunto”



19

1.4 lgualdad de conjuntos
Expresaremos la igualdad de conjuntos en términos de la relacién de pertenencia. Ademas,

entenderemos que A = B si Ay B son dos nombres diferentes para un mismo objeto.

11l Axioma de extension

A=B < (VX)(xe A & xeB)

O, también,

A=B < (VX)[xeA = xeB) A (xeB= xeA)]

Entonces,

Podemos decir, “si todos los elementos de A son elementos de B y todos los elementos de B

son elementos de A”.

Nota. El axioma de extension asegura que si dos conjuntos tienen los mismos elementos,

ambos son iguales, independientemente de como estén definidos.

Como todo conjunto tiene los mismos elementos que €l mismo, se sigue del axioma de
extension.Si tenemos {1, 2, 3}, {2, 3, 1} y {3, 1, 2} podemaos afirmar que estos conjuntos son
iguales. También podemos expresar esta forma {x, y}, {x, v, ¥} vy {X, X, X, y}.A menudo es
utilizado la eplise matematica para representar los elementos de un conjunto. Por ejemplo, el

conjunto A de los nimeros enteros del 1 al 576, se escribe

A={1,2,3,..., 576}

B={0,2,4,6.......}



Ejemplo. Indicar cual de los siguiente conjuntos son iguales.
A={x eZ/xespar A x* esimpar}
B={xeZ/x=2k, paraalgink € Z }
c={1,2 3}

D={0,2,-2,3,-3,4,-4,.. .}
E={2x/xeZ}
F={3,3,21, 2}
Solucion. Sea x cualquier nimero entero, entonces
e En el conjunto A:
xespar = x=2Kk, paraalginken Z
= X =4K keZ
= x*=22K), con2k® =peZ
= x*=2p,pel
= x%es par

En consecuencia a este conjunto se le llama vacio. (A = ¢), por que no posee ningun

elemento.

e En el conjunto B:

20



XxeB < x=2k keZ < xespar. Luego, B={x € Z/xes par}

En el conjunto C:

XeC & x=1v x=2 v Xx=3

En el conjunto D:

D=7 {1,-1}

En el conjunto E:

E={0,2,-2,4,-4,6,-6,.. }={xe Z/xespar}=27Z.

En el conjunto F:

XeF & x=1v x=2v x=3

En el conjunto G:

XeG <& X—6X-7x-5=0

No existe ningln namero entero que satisfaga la ecuacion anterior, por tanto, G es un

conjunto vacio (G = ¢).

De los resultados obtenidos, se sigue que

21
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e El conjunto D no es igual a ninguno de los otros.

Notas:

a) El axioma de extension nos dice que lo que caracteriza a un conjunto son sus elementos.

Es decir, un conjunto queda determinado por la totalidad (extension) de sus elementos.

b) Si los todos los elementos de un conjunto Asonp, g, r, sy t, escribimos A={p, q, r, S,

t}; donde las Ilaves sugieren la relacion de pertenencia. En este caso diremos que el

conjunto A, ha sido determinado.

c) Si~(A=B) = A # B, diremos que A es diferente de B. Esto significa que, existe por lo
menos un elemento x de tal que x ¢ B o que existe por lo menos un elemento x de B tal

que x no es elemento de A. En simbolos:
A#B < (Ax/IxeAArxgB) v @x/xeB A xgh)
Ejemplo. Necesitamos probar que dos conjuntos sean diferentes.
Solucion. Diremos que Ay B son dos conjuntos . Entonces, por el axioma de extension
A=B < (VX)[xeA = xeB) A xeB= x e A)]

de aqui,

A=B & [VX, (Xxe A = xeB) A VX, (xe B= xeA)]

y si negamos ambos miembros, tendremos

~(A=B) & ~[VX, xXeA = xeB) A VX, (xe B= xeA)]



23

por tanto,

A#B © ~[VX, X€e A = xeB)] v ~[VX, (XxeB = xeA)]
& [Ax/I~XeA = xeB)] v[Ax/I~xeB = xeA)]
< [Ex/I~xgA v xeB)] v[Ax/~XegB v xeA]
< @AxIxeAAxgB) v (xeB A xgA)
Asi queda demostrado que dos conjuntos son diferentes aplicando axioma de extension
e A=B
e A=B

Ejemplo. Dados, A={x e Z/x|10} yB={-10,-5,-2,-1, 1, 2, 5, 10} se tiene que A = B.

SiA=ByB=C,entonces A=C (propiedad transitiva efecto, los elementos de A son nimeros

enteros divisores de 10. Es decir: -10, -5, -2, -1, 1, 2, 5, 10.
Luego,A = {-10, -5,-2,-1, 1, 2, 5, 10} = B.
Proposicion. De las siguientes propiedades:
1. paratodo conjunto A, A = A (propiedad reflexiva);
2. paratodo conjunto A y todo conjunto B,
si A = B, entonces B = A (propiedad simétrica);
3. paratodo conjunto A, todo conjunto B y todo conjunto C,

SiIA=ByB=C,entonces A =C (propiedad transitiva).



Prueba de 2). Probaremos que A=B = B=A.

En efecto,

A=B < (VX)[xe A = xeB) A (xeB= xeA)]

= (VX)[(xeB = xeA) A (xe A= X € B)] (conmutatividad de la A)

< B =A (axioma de extension)

Por tanto, A=B = B=A.

1.5 Relacidn de inclusion. subconjuntos

Definicion.- Ay B son dos conjuntos. Donde A esta contenido en B o que A es un
subconjunto de B, y lo denotaremos por A c B, si cada elemento de A es un elemento de B, es

decir,

AcB < (VX)(xe A = xeB).

Descripcion gréfica:

XeA = xe

Figural.Grafica de inclusion

A c Bselee: “Aesté incluido en B” o “A esté contenido en B” o “A es parte de B” o “A es

subconjunto de B”.

Notas:

24
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1. Cuando se escribe A — B no esté excluida la posibilidad que A = B.
2. Notese que A — B equivale a
(VX)(xegB = xegA) ¢porque?
3. Por definicién de inclusion: si x € A, entonces {x} c A.
Teorema. Caracterizacion de la igualdad.
A=B < AcBABCA
Esdecir, A=Bsiysolosi Ac By Bc A
Demostracion. Debemos probar la doble implicacion.
e “Solo si” (=) A=B = AcBABcCcA

Supongamos que A = B. Por el axioma de extension, nos permita observar una reciprocidad.

Entonces, por la definicion dada de subconjunto,
Ac B y Bc A Deaquique
(A=B = Ac B) A (A=B = Bc A)
lo que equivale a
A=B => Ac B ABcCcA
e “Si” (<) Ac BABc A= A=B

En efecto,
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AcBABcCcA=[(VX)(xeA = xeB)] A[(VX)(xeB= xeA)]
= (VX)[(xe A = xeB) A (xeB= xeA)]
= A=B (laxioma de extension)
Muchas veces se utiliza este teorema para afirmar que dos conjuntos son iguales
es decir, para probar que A = B, se debe probarque Ac By Bc A.
Otra forma de demostracion del teorema anterior, es
A=B < (VX)(Xxe A < x € B) (Axioma de extension)
S (VX)) [(xeA=xeB) A xeB=xeA)]
& (VX)XeA=>xeB) A (VX)(xeB=>x e A)

<& AcB ABcCA (Definicion de inclusién)

Ejemplo. SiA=49n+1/neZt y B={9n—-8/n e Z t, probar que A = B.
Solucién. Como se pide probar una igualdad, debemos probar que:

i) AcB.

Sea x un elemento arbitrario de A. Entonces, X =9n + 1. Luego,
XxeA = x=9n+1,paraalginn e Z

— x=9n+(9-8)=(n+9) -8
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= x=9(n+1)-8
= Xx=9m -8, paraalginn+l=m e Z
= XeB

Por tanto, A < B.

i) BcA

Sea x un elemento arbitrario de B. Entonces, x = 9n — 8. Luego,

XeB = x=9n-8, paraalginn € Z

= X=9n+(-9+1)=OGn-9)+1

= x=9(n-1)+1

= Xx=9p+1,paraalginn—-1=p e Z
= XeA

Por tanto, B — A.

Entonces, de (i) y (ii) concluimos que A = B.

Nota. Los conjuntos numéricosN, Z y Q cumplen la relacion de inclusion NcZyZ c Q.

Abreviadamente, escribimos N c Z c Q.

A partir de la definicion de la relacion de inclusion de conjuntos se establecen las siguientes

propiedades.

Proposicion. Estas proposiciones cumplen la siguientes propiedades.

1. paratodo conjunto A, A c A. (propiedad reflexiva);



2. para cualquier conjunto Ay para cualquier conjunto B,

si Ac By BcA,entonces A =B (propiedad antisimétrica);

3. para cualquier conjunto A, conjunto B y para cualquier conjunto C,

siAcB y BcC,entonces AcC (propiedad transitiva)

Demostracion.

Probaremos la propiedad transitiva: AcB A BcC = AcC.

Sea x un elemento cualquiera. Entonces,

AcB ABcC = (WX)(xeA= xeB) A (VX)(XxeB=x¢€(C)

= (VX)) [Xxe A=>xeB) A (xe B=x e ()]

= (VX) (x e A=>x € C) (transitividad de la implicacion logica)

= AcC (definicion de inclusion)

Otra forma: Sea x un elemento cualquiera. Entonces,

Xxe A = Xxe B A xeC (delahipdtesis)

= xeC (por ley de simplificacion)

Como x es cualquiera, y tomando los extremos se tiene,

(VX)xe A=xeC) = AcC.

La no inclusion, se escribe A < B.
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Ejemplo. Encontremos una manera de probar que A no esta incluido en B.
Solucion. Por definicion de subconjunto, tenemos
AcB & (VX)(xe A = xeB)
y si negamos ambos miembros, tenemos
~(AcB) ©~[(VX)(xe A = xeB)]
entonces,
AgzB & Ix/~Xxe A = xeB)
< IX/xeA AXxegB

La manera de probar de que no hay una inclusion que haya al menos un elemento que de

A que no esta incluido en B o viceversa.
AgB < Ix/xeA A xgB.

Descripcion grafica. (Es de gran utilidad)

[

A

Az B Az B

Figura 2.Gréfica de no inclusion

29



30
Nota. Los graficos me dardn una mejor idea de lo que deseo plasmar.

1.6 La relacion inclusion estricta. Subconjunto propio

Supongamos que tenemos los conjuntos A =1a, b, ct yB =14a, b, ¢, d, ef. Cuando Ay B no
son iguales, puede ocurrir que todos los elementos de A pertenecen también a B. En este caso se
dice que A es subconjunto propio de B .

Definicion:Se dice que A es subconjunto propio de B, y se escribe A € B, siysolosi Ac B
y A # B.Es decir, si A — B y ademés B tiene un elemento que no esta en A, diremos que A es
subconjunto propio de B o que A esta estrictamente incluido en B y lo notaremos por A ¢ B.

Entonces,
AESB < AcB A (@x/xeB A xgA)

Por ejemplo, siA={1,3,5,7ryB={0,1, 3,4,5,6, 7, 8} se observa que todo elemento de
A, es elemento de B (A < B); y A es diferente de B (A = B). Luego, A es subconjunto propio de

B y escribimos A < B.

Conjuntos comparables

Dos conjuntos Ay B son comparablessiAcB v BcA.

Equivalentemente, dos conjuntos A y B no seran comparables, siAzB A Bz A.
Ejemplo,siA={0,2,4}yB={0, 2, 4,6, 8, 10}; Ay B son comparables.

IVV. Axioma de especificacion

El axioma de especificacion, nos permite construir nuevos conjuntos a partir de otros.
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“Dado un conjunto E y una funcion proposicional P (x) con dominio el conjunto E, existe un
unico subconjunto A de E; cuyos elementos son todos los elementos x de E tal que P(x) es

verdadera”.

Ensimbolos: VE,FaTA/(VX)[x € A < (X € E A P (X)es verdadera)]

Este sentencia nos dice que para cualquier finca (expresada por P (x)) y cualquier colectividad
E, existe un subconjunto A de E en linea por los medios de E que verifican esa propiedad.
Obviamente oriente subconjunto es unico. Es cotorrear, A es el universalismo de los rudimentos

de E que verifican la dominio P (x) y que P (x) es la dominio nota del mayoria A. Se escribe

A={x/xeE A P(x)esverdadera} o

A ={x € E/P (x) es verdadera}

o0 simplemente

A={xeE /P (X)}

y se lee “A es el conjunto de los elementos de E tales que P (x)”.

Asi, dado x € E, se tiene

XxeA < P(X)

Caracterizamos a los elementos de A por,

xeA < xeE AP(X



Ejemplos:
1. Sea E =Z (es conjunto de los enteros) y P(x): x > 0. Entonces, por el axioma de
especificacion, existe Z * es la totalidad de los enteros positivos. Luego,
Z "={xIxeZ n x>0}={xeZ/x>0}y={1,2,3,...}
2. Sea E = R x R = R?(sea un plano que contiene una totalidad de puntos) y sea
P(x,y):x+y—-3=0. Entonces, por el axioma de especificacion, existe el conjunto L
donde su ecuaciones x +y —3 =0 (L: x + y — 3 = 0). Por tanto,

L={(x,y) e R?/x+y—-3=0}

3. Supongamos que E = R (los reales formado por su totalidad) y consideremos la

propiedad

P(x): X*+2x*—5x—6=0

Entonces podemos decir que exite el conjunto A que la solucion
x3 + 2x% — 5x — 6 = 0. Por tanto,
A={xeR/x*+2x°-5x—-6=0}={-3,-1, 2}

En efecto,

X+ 23 -5x-6=0 < (X-2) (xX*+4x+3)=0

&S X-2)(x+1)(x+3)=0
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& X-2=0v x+1=0v x+3=0
&S X=2vx=-1vx=-3

4. Pongamos E = R (el conjunto de los nimeros reales) y sea P (x): x*+ x + 1 = 0. En este

caso existe B cuyos elementos vendran a ser las posibles soluciones.x? + x + 1 = 0. Luego,
B={xeR/x*+x+1=0}={}=¢

Pues, la ecuacion x? + x + 1 = 0 no tiene raices reales. En efecto, el discriminante
A=b?-4ac=1*-4(1)(1)=-3<0

En este caso las raices de la ecuacion cuadratica x* + x + 1 = 0, son complejas. En efecto,

-1 ++V1-4 _ -1++/-3 _ -1 + +3i
2 2 2

XX+Xx+1=0 < x= ¢ R

Nota. A los polinomios de grado dos (coeficiente de x* es positivo) cuyas raices no son
reales (son complejas) se les llama polinomios positivos, pues para el polinomio anterior se
tiene

VxeR, X¥*+x+1>0

Notas:

1. El axioma de especificacion fue formulado por Zermelo en 1908. También se le conoce con el

nombre de axioma de separacion o axioma de formacion de conjuntos
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Ejemplo. Supongamos que existe el conjunto E = {poligonos}. Usando el axioma de
especificacion, podemos asegurar la existencia del conjunto A = {tridngulos}. Es decir, la

propiedad de tener tres lados separa a los triangulos del resto de poligonos.
2. Este axioma, nos permite construir nuevos conjuntos a partir de otros originales. Ademas, nos
proporciona un nexo entre el lenguaje de las proposiciones y el lenguaje de los conjuntos.
3. Los elementos del conjunto A, A c E, se pueden caracterizar por la siguiente condicion:
X € A < P(x) es verdadera
4. El mal uso del axioma de especificacion condujo a muchas contradicciones como la conocida
paradoja del matematico inglés Bertrand Russell, descubierta en 1901. “un objeto pertenece
al conjunto R si y sélo si no pertenece a si mismo”. Es decir, formado por todos los conjuntos
que tienen la propiedad de no ser elementos de si mismo (P(x): X ¢ X).
R={X/X ¢ X}
Podriamos evaluar si R pertenece a R . Si la respuesta es afirmativa o negativa, tenemos:
ReR = R ¢ R (por definicion de R)
R ¢ R = R e R (pordefinicion de R)
Luego,
(ReR=>RegR)A(R¢2¢R = ReR) =ReR < R ¢R queesuna contradiccion;

En efecto,
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ReR=R¢R)A(R2gR=ReR)=(R¢RVR¢R) A(ReRVRER)

RegR AReR (»«)

= C (contradiccion)

¢ Qué condujo a esta contradicciéon?

La nocion de que a cada propiedad P(x) le debe corresponder un conjunto; es decir, el mal uso
del axioma de especificacion. Segln este axioma, no basta con tener una funcién proposicional
como P(x): R ¢ R para definir un conjunto. Se debe tener, ademas, un conjunto previo que haga

el papel de dominio de la funcion proposicional.

Tengamos encuentra que al tratar de armar el conjunto de todos los conjuntos se verifica una
regla universal cualquiera P (x). El axioma de especificacion,nos parametra la realizacion de

nuevos conjuntos ,solo podemos enfocarnos en el conjunto en que se esta trabajando.

5. Si un conjunto es definido mediante el axioma de especificacion, se puede mencionar el tal
conjunto esta expresado en forma constuctiva.Asi, el conjunto A = {x € Z / 4 < x <20} ha sido

determinado o definido por comprension. Aqui, la funcion proposicional es (Z, P(x)), donde:

e 7Z: es el dominio.

e P(x): 4 <x < 20.

e A: dominio de verdad, tal que:

A=1{4,5,6,...,20}: determinado o definido por extension;

A ={x e Z /4 <x<20}: determinado o definido por comprension.
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1.7 Determinacion de un conjunto
Un conjunto, A, queda determinado, definido o caracterizado, cuando se da una regla o
propiedad ,un objeto arbitrario donde podemos observar y un x pertenece al conjunto o no

pertenece al conjunto A.

Ejemplo. Sea A, el conjunto de los triangulos isésceles. Este conjunto esta bien definido.
Pues, un objeto “x” pertenece al conjunto A cuando es un triangulo y dos de sus lados tienen la
misma medida. Si “x” no fuese un triangulo, o si “x” fuese un triangulo cuyos tres lados tengan

€, 9

medidas diferentes, entonces “x” no pertenece al conjunto A

En el ejemplo anterior, la propiedad que define a los elementos de A esta dada por la funcion

proposicional, P(x): “x es un triangulo isésceles”; cuyo dominio es el conjunto X = {tridngulos}.

El método mas frecuente de definir un conjunto es a través de una propiedad P(x), cominy
exclusiva de sus elementos, y un conjunto E (dominio) donde la variable x toma sus valores; de
modo tal que P(x) sea verdadera. Esto define un conjunto A, de manera que: si un objeto goza de

la propiedad P, entonces X € A; Yy si x no goza de la propiedad P, entonces x ¢ A. Se escribe,
A=1x e E /x goza de la propiedad Pt ={x e E /P(x) es verdadera

Cuando ocurre este suceso podemos afirmar que esta expresado por forma constructiva. Se

lee “A es el conjunto de los elementos x de E, tales que x goza de la propiedad P”.

Por ejemplo, si A=4x e N/-3<x <5, entonces se dice que A esta determinado por

comprension.
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1.8 Algunos conjuntos especiales
1.8.1 El Conjunto Vacio

Consideremos el conjunto A =3x eN /2 < 7x —5 < 9. Encontremos los elementos que
forman el conjunto dado. En primer término, la propiedad que define a los elementos de A esta
dada por la desigualdad 2 < 7x —5 < 9; es decir, los numeros naturales que satisfacen dicha

desigualdad. Entonces, resolviendo se tiene:
2<7x-5<9
Sumando 5 cada miembro de la desigualdad, se obtiene:
2+5<7Xx-5+5<9+5

7 < 7X < 14

Dividiendo por 7 cada miembro de la desigualdad, obtenemos:

14
7

~N |~

X
< — <
7

1 < x <2
Luego, como no existe ningun numero natural que satisface la desigualdad anterior, el
conjunto A no tendria ninglin elemento, o sea A =1 t. Por convencién, a todo conjunto que
carece de elementos se le denomina conjunto vacio y se acostumbra a denotarlo con la letra del
alfabeto escandinavo ¢. En el ejemplo anterior observamos que tal conjunto vacio es un

subconjunto de los numeros naturales, o sea A= ¢ c Z.
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De lo anterior, sacamos como resultado que a veces ocurre que ningln elemento de E goza de
la propiedad P. En este caso el conjunto x € E / x goza de Pt no posee elemento alguno. A este

conjunto se le llama conjunto vacio 6 nulo.
Entonces, el axioma de especificacion nos permite asegurar la existencia del conjunto vacio.
Definicion.- Si A es un conjunto. Podemos expresar el conjunto “vacio de A”, denotado por ¢a,
da=9IXx € AlX#XS

Observaciones:
1. El conjunto vacio no tiene elementos, pues V XeA, se cumple X = X.
2. Por definicion y el axioma de especificacion, ¢a €s subconjunto de A: ¢pa < A.
Por ejemplo, supongamos, en particular, que A = {1, 3, 5, 7}, P(X) : X # X. Luego,
PA):1=1 (F)
P(3):323 (F)
P(5):5%5 (F)
P(): 77 (F)
Entonces,
Dominio de verdad: { } = ¢a
Por el axioma de especificacion:
e da ={ }, no tiene elementos.
e dpC A
3. Para cada conjunto A se ha definido un conjunto ¢pa. Se probara que todos estos conjuntos

son iguales, y por tanto, existe un solo conjunto vacio; al que se simbolizara por ¢.



Teorema:
1) Existe un nico conjunto vacio, al que denotaremos por ¢.
2) <A VA
Demostracion.
1) Sean Ay B dos conjuntos cualesquiera.
a) Existencia.
Por el axioma de especificacion existen ¢a Yy ¢s.
b) Unicidad. Probaremos, entonces, que ¢a = ¢g.
Por el teorema de la igualdad, tenemos que
da=dg < dac s A P C A
Entonces, probaremos que ¢a < g A g < Oa.
1) da < ds.
Apliquemos el absurdo, especulemos que ¢a & ¢pg. En consecuencia,
Az dg = IXeAlXeda A X B
= dxeAlXe da

= X € dpa (—><«) contradiccion

Pues, si X € ¢a se debe tener que x € A A X=X, lo cual no es posible.

Por tanto, admitimos que ¢pa < ¢g.
i) ¢g = Oa.
En forma similar a i).
En consecuencia, de i) y ii) se tiene que dpa = ds.

Como todos los “vacios” son iguales, denotamos
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da =B = .
2) Sea A un conjunto cualesquiera.

Como ¢a = ¢, por la parte i) del teorema 'y ¢a < A, por definicidn de conjunto vacio,

entonces concluimos que ¢ — A, V A.

Nota. Si B es un conjunto tal que B < A para todo conjunto A, entonces B = ¢. Es decir,
podemos aseverar que el conjunto vacio estd incluido en todo conjunto.

Se cumple:

1) VX, Yy laimplicacion de que X € ¢ es falacia.

ii) aseveramos que B es conjunto esto implica que x € B es falacia vx,concluimos B = ¢.
Ejemplo. El conjunto A = {x €Z tal que x es un nlmero par y x* es un nimero impar} es vacio.
En efecto, sea x cualquier nimero entero. Entonces,

X € A< X esnimero par A x°esnimero impar
o x =2k, k e Z A x*esimpar
& x2=4Kk* A X esimpar
< x2=2(2k?) A x%esimpar
< x%=2p,peZ A x*esimpar
< x%espar A X2 esimpar (—<«)
Esta proposicion es falsa. Es decir, A = ¢.
Ejemplo. Probar que
Acd = A=

Solucion.
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A c ¢, por hipotesis. Por otro lado, § = A V A, por teorema anterior. Por tanto,
Acdo A dcA < A=¢. (porteorema de la igualdad)
Nota. En el desarrollo axiomatico propuesto por Zermelo — Fraenckel (ZF) se enuncia el
axioma del conjunto vacio: “existe un conjunto que no contiene ningun elemento”.
V. Axioma del Par
“Para cualquier par de elementos a y b, existe un conjunto cuyos unicos elementos sonay b”.
Es decir, dados a y b, cualesquiera, existe un conjunto Atalquea € Ayb € A.
Notas:
1. El conjunto {a, b} es Unico y se le llama par no ordenado formado por a y b. De manera que
el axioma del par junto con el axioma de especificacion nos permite construir nuevos
conjuntos.
Asi, dado el conjunto A ={a, b, . . .}, por el axioma de especificacion, con la funcion
proposicional P(x): x =a v x = b, obtenemos el conjunto
{xe Alx=a v x=b}
y lo denotamos por
{a,b}={xeAlx=a v x=b}={xeAlx=b v x=a}={b, a}
2. En particular, si @ = b, la funcion proposicional P(x): x=a v x=b,esP(X):x=2a v x=
a
Es decir, P(x): x = a . Luego,

{a,a}={xeAl/x=a vx=a}={xeA/x=2a}

A este Gltimo conjunto que tiene como Unico elemento a @ lo denotaremos por {a }.

Entonces, {a,a} = {a}. Al conjunto {a }, se le llama conjunto unitario.
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1.8.2 Conjunto Unitario
Definicion.- Sea X un conjunto no vacio, es decir X = ¢, ysea a < X. Si P(x) es la
proposicion dada por “X = @, entonces por el axioma de especificacion existe y es unico el
conjunto.
{xeX/x=a}
Podemos expresar el conjunto por { @ } y se lee: conjunto unitario. Entonces,
{a}={xeX/x=a}
Luego, se tiene: ¢ {a} c X.
De la definicidn, se observa que un conjunto A se llama unitario cuando posee un solo elemento.
Es decir,
A={xeE/x=a}={a}
En los siguientes casos, el conjunto A es el mismo y posee un sélo elemento. O sea, si A es
unitario A ={e, e er=1{e, et =9er. En laescritura de los elementos de un conjunto, es

costumbre escribir una sola vez aquellos elementos que se repiten.
Nota. Si se tiene que el conjunto A =9a, bt es unitario, entonces a = b.

Por ejemplo si el conjunto A ={x® + 1, 2x{ s un conjunto unitario, con respecto a sus

elementos, debe cumplirse que
x? + 1= 2x. Entonces, X’ —2x+1=0
de donde
(x-1)¥=0=x-1=0<x=1

Por tanto, parax = 1 en A, tenemos que A=11%+1,2(1)t =12, 2t ={2}.
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1.8.3 Conjunto universal o referencial U
Se demuestra que no existe un conjunto universo que contenga a todos los conjuntos
(Paradoja de Russell), en cambio existe un conjunto universo de referencia denotado por U o E.

Asi por ejemplo, para los conjuntos
z°={1,2,3,..} P={..,-20,2,..}yyz ={..,-3,-2,-1}
el conjunto universal o referencia serd U = Z.

El conjunto universal no es Unico. Este cambia de acuerdo al tema que se esta tratando. Asi, si
hablamos de geometria, el conjunto referencia es el conjunto de todos los puntos; si hablamos de
los divisores de un numero entero, el conjunto referencial es el conjunto formado por todos los

ndmeros enteros., etc.
Veamos una proposicion
Si U es referencial y A un conjunto de elementos de U. Entonces A — U.
En efecto,
AcU o xe A = x e Uesunaaseveracion paracadax de U.

Sitodos los x € U, luego si hay un x e A sea una aseveracion o falacia. Siendo x un

elemento distinto, se tiene que

(Vx)(x e A =xel)

Es aseveracion y, en consecuencia,

AcU
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1.9 Subconjuntos de un Conjunto

Ejemplo. Determinar los subconjuntos del conjunto A = {a, b}.
Solucién. Veamos cuantos subconjuntos tiene el conjunto A.

Por teorema anterior podemos observar que obtenemos 4 subconjuntos aqui estaria incluido el

conjunto vacio estos subconjuntos que son los siguientes:

¢, {a}, {b}, {a, b}

De las siguientes relaciones e inclusiones diga cuales son verdaderas
{a} < {a b} (V) {a} ¢ {a, b} (V)
ae{ab} (V) o< {a b} (V)
az{a b} (V) ¢ ¢ {a, b} (V)

El conjunto 4 {a}t es un conjunto unitario ya que tiene un Gnico elemento, el conjunto {a}.

Sus subconjuntos son el ¢y el {{a}.
Ejemplo. Hallemos los subconjuntos del conjunto B = {2, 4, 6}.
Solucioén. Utilizamos la definicion de subconjunto,
AcB < (VX)(xe A = xeB)
¢ < B (Por propiedad).
2 € B, luego {2} — B.

4 € B, luego {4} c B.
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6 € B, luego {6} — B.

2e By4 e B, luego {2, 4} cB.

2 e By6 € B, luego {2, 6} c B.

4 € Byb € B, luego {4, 6} — B.

2eB, 4eBy6 € B, luego {2, 4, 6} c B.

Por tanto, los subconjuntos de B son

¢, {2}, {4}, {6}, {2, 4}, {2, 6}, {4, 6}y {2,4,6} =B

Nota. 2" representa la cantidad de subconjutos,donde n representa la cantidad de elementos.

V1. Axioma de las Potencias

A este axioma se le conoce, también, como axioma del conjunto de partes; y junto con el

axioma de especificacion nos permite construir nuevos conjuntos.

“Para todo conjunto existe otro conjunto que tiene entre sus elementos todos los

Subconjuntos del conjunto dado”.

Observaciones:

1. Este axioma nos dice que si E es un conjunto cualesquiera, entonces existe un conjunto P

tal que:

XcE < XeP
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Equivalentemente:
XzE & XgP.
2. ComoocEYyEcCE,entoncespe Py E e P.
3. El conjunto P puede tener otros elementos, ademas de los subconjuntos de E, y lo que se
busca es un conjunto y s6lo uno cuyos elementos sean todos los subconjuntos o partes de E.
Tal conjunto lo denotaremos con P(E) y lo llamaremos conjunto potencia o conjunto de
partes de E.

1.10 Conjunto Potencia o Conjunto de Partes
A = {0, 2}, es posible formar con los elementos de A nuevos conjuntos, como por ejemplo
{0}, {2}, {0, 2} (que es el mismo A). Estos conjuntos son subconjuntos de A incluyendo al

conjunto vacio; pues sabemos que ¢ — A, para cualquier A. Encerrando entre llaves a estos

subconjuntos de A, formamos el conjunto 1{0%}, {2}, A, ¢t. A este conjunto se le llama el

conjunto parte de A (Potencia).
Definicion.- A es un conjunto y P es conjunto propuesto por axioma de las potencias.
Lo expresaremos de la siguiente forma:
P(A)={X e PIXc A}
Podemos aseverar que los todos lo subconjuntos de a vienen a ser los la P(A)

Equivalencias: x e A < {x}c A < {x} € P(A).
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Afirmar que X € P (A) es lo mismo que decir X — A. Por tanto, podemos caracterizar a los
elementos de P ( A) por:

XeP(A) © Xc A
El conjunto potencia P ( A), nunca es vacio; pues tiene por lo menosa ¢ ya A como elementos.

Esdecir, e P(A)Yy A e P(A).
Por ejemplo:

a. Si A=¢,entoncesP (¢) =3¢r. P (A), tiene un solo elemento. O sea 2° = 1.

b. Si A ={a},entoncesP (A)=1 A, ¢r.P (A), tiene dos elementos. Es decir, 2* = 2.

c. Si A ={a, b} entoncesP (A)=1 A, ¢, {a}, {b}r.P (A), tiene cuatro elementos. Es
decir, 2% = 4.

d. Si A ={a, b, c} entoncesP (A)=1 A, ¢, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a c}, {b,c}r.P (A
), tiene ocho elementos. O sea 2° = 8.

e. Si A ={a, b,c, d}, entonces

P (A)= A ¢,{a}, {b}, {c} {d}. {a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, c},
{b, d}, {c, d}, {a, b, ¢}, {a, b, d}, {a, ¢, d}, {b, ¢, d}

P (A), tiene dieciséis elementos. Es decir, 2* = 16.

Nota. Es decir, P (A)tiene 2" donde, n es la cantidad de elementos.

En otros términos, debemos de contar la cantidad de subconjuntos de A. tenemos el conjunto

vacio, es decir () = 1, es decir, tantos como combinaciones de n elementos de orden 0. EL
Conjunto unitario () = n, es decir, tantos como combinaciones de n elementos de orden 1.hasta

formar (7) = 1. Por tanto, el niimero total esta dado por :
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Len s @t ()= @O @@ (1))

= Z?:o(?)
- ?:0(7) 11
= (1+1)" (Por el Binomio de Newton)
="
El nombre de conjunto potencia proviene del resultado anterior.
Ejemplo. Demostrar que se cumple, Ac B < P (A) c P (B).
Demostracién. Como se pide demostrar una equivalencia, debemos probar que:
i) “Solo si” (=) AcB = P(A)cP(B)
Sea x un elemento cualesquiera. Entonces,
{x}eP(A) = {x}cA
= xXeA
= X € B (por hipotesis)
= {x}cB
= {x} e P(B)
Por tanto, P (A) < P (B).

i) “Si"(<) P(A)cP(B) = AcB
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xeA = {x}cA
= {x} e P(A)
= {x} € P(B) (Por hipotesis)
= {x}cB
= XeB
Por tanto, A c B.
Por tanto, de (i) y (ii) se concluye que AcB < P (A) <P (B).

Ejemplo. SiA={a, b,c,d,e,f, g, h}, ;cudntos subconjuntos de tres elementos tiene A?, ;de

seis elementos?

Solucion. Lo que se pide es hallar todos los subconjuntos (combinaciones) de 3 elementos de

: . , n .
un conjunto de 8. Es decir, la formula = representa el nimero total de
m m! (n — m)!

subconjuntos de M elementos de un conjunto de N elementos. Entonces, en el caso particular N

=8, M =3 tenemos

8 ! ! !
U 8 8! _8x7x6x5!_

3/ 318-23! 3Ix5  6x5!

Por lo tanto, A tiene 56 subconjuntos de 3 elementos. Es decir, P (A) tiene 56 elementos

formados por tres elementos de A.

8 8
También, = = 8X7=@=28.
6 2 21 2
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Luego, A tiene 28 subconjuntos de 6 elementos.
Ejercicios Propuestos
1. Realizamos un experimento aleatorio donde se lanza tres monedas. Si sale cara, se anota
1, y si sale sello se anota 0. cual serén posibles resultados del experimento.

2. Del ejercicio niumero uno, determinaremos por extension los posibles resultados
a) A:se dan mas caras que sellos.
b) B: se obtienen al menos dos caras.
c) C: se obtienen el mismo resultado en las tres monedas.

3. Expresar por forma tabular los ejercicios siguientes.

Q) A={xeZ /xX’=x}

b) B={bez/7= = -3}

c) C={xe(@/x =3n+ %,neZ,—l <n < 2}
d) D={n € N/n|36}
4. Determinar la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) ¢ < A, paratodo conjunto A b) & < P (A), para un conjunto A

c) ¢ € P (A), para un conjunto A d) {¢} € {{¢}}
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e) {o} < P (A), para un conjunto A ) ¢ P ()

9 {2} P (2) h) ¢ €P(9)

5. Sea P representa el todos los poligonos, R representa todos los rectangulos, C representa

todos los cuadrilateros y B representa todos los rombos. Representar estos cuatro conjuntos

en un solo diagrama de Venn. verificar cuales son verdaderas

a) (VX)(xeR = xeC) b) Rc C
¢) @X)(xeC A xeB) d) (VX)(xeB = xeC)
§) BcC f) @X)(XeR A x ¢B)
9) (VX)) (xeB = x¢R) h) 3x)(xeP A xeR)

6. Si es posible, dar un ejemplo de conjuntos A, B y C que cumplan:

a) AcB,BzCy AcC b) AcB,BcCyCcA
c) AzB,BzCy AcC d AcByP(@B)cP(A)
e) AzB,BcCyP(A)cP(C) f) Atal que P (¢)

7. Si P (A) tiene 512 elementos, ;cuantos elementos tiene A?

8. Probar que la relacion de inclusion propia es transitiva, pero no es reflexiva.

9. SIAcB,BcCy CcA, probarque A=B=C.

10.SiA={tn+2/neZ} y B={5n—-3/n € Z }, probar que A = B.
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CAPITULO I
Operaciones con Conjuntos
2.1 Introduccion
Por la importancia que desempefian los conjuntos, en la teoria de conjuntos, estudiaremos las
siguientes operaciones: Interseccién, union o reunion, diferencia, complemento, diferencia

simétrica y producto cartesiano de conjuntos.

Para definir estas operaciones, y construir nuevos conjuntos a partir de dos conjuntos dados,
debemos hacer uso del axioma de especificacion; y contar con un conjunto que contenga a los
conjuntos A 'y B. Para ello, consideremos el siguiente convenio: Dados dos conjuntos Ay B,
siempre es posible encontrar un conjunto E tal que A c E y B c E. Entonces, tenemos el

siguiente axioma:

VII. Axioma de la Uniéon

“Para toda familia de conjuntos F , existe un conjunto que contiene a todos los elementos que

pertenecen por lo menos a uno de los conjuntos de la familia dada”.

Este axioma, nos dice que dada cualquier familia F de conjuntos existe un conjunto [E tal que

sia e X, paraalgun X € F , entonces a € E.

Por ejemplo, sea la familia de conjuntos {A, B, C}, tal que

A={0,1,2}, B={4,58}yC={0, 2,4, 6.8}

entonces, para

F ={A B, C}={{0, 1,2}, {4, 5,8}, {0, 2, 4, 6. 8}}
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existe E={0,1,2,4,6,8} talquesil e AJAcF ,entoncesl € F .

2.2 Union de Conjuntos

Sean A 'y B dos conjuntos. Por el axioma de la union existe un conjunto Etalque AcC E y

B — E. Por el axioma de especificacion existe un conjunto

{xeE/P(X):xe A v xe B}

Entonces definimos la union de los conjuntos A 'y B como:

Definicion.- Sean A y B dos conjuntos y sea el conjunto [E propuesto por un axioma llamado

unién para la familia {A, B}. Se llama union o reunion de A 'y B al conjunto:

AuB={xeE/xeA v xeB}
Esto es, afirmar que x € A U B significa que por lo menos una de las siguientes afirmaciones
es verdadera: x € A 0 X € B. Por lo podemos caracterizar a los elementos de la unién con la

siguiente expresion.

Caracterizacion: xe AuUB & xeAv x e B.

O en forma equivalente: x g AUB < Xg AA X¢gB

Entonces, x € A U B, si se verifican las condiciones siguientes:

) xXeAyxebB,

i) Xxe Ay x ¢B,

i) x¢ Ay x € B.
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Descripcion grafica:

Figura 3.Gréfica de union de dos conjuntos
Nota. El conjunto A U B es el minimo conjunto que contiene a los conjuntos A y B. Es decir, es

evidente que Ac AU BYyBc Au B, respectivamente.

Por ejemplo, siA={1,3,5,7,9} y B={2,3,5,7,11},entoncess AU B={1, 2,3,5.7.9, 11}

y tenemos que {1, 3,5,7,9}c {1,2,3,5.7.9,11} v {2,3,5,7,11} < {1,2,3,5.7.9, 11}.
Proposicion. Dados los conjuntos A, B y C, tenemos:

) Ac AUBYB cAUB.
i) AcCyBc C=AuB c C.
i) Ac B < AuB=B.

Demostracion.
i) e Ac AuUB.

xeA =>xeAvxeB (ley de adicién)



= XeAuUB (caracterizacion de la unién)

~Ac AuB.

e B — A U B. En forma analoga.

i) AcCyBc C= AuB c C.

XxeAuB = xe A v xeB (definicidon de union)

= XeC v xeC (hipotesis)

= xeC (idempotencia)

L AuB < C.

iii) Ac B < AuB=B.

a) Ac B=> AuB=B.

Usando la igualdad de conjuntos, tenemos:

X es un elemento evaluador de E,

Xxe AUB < xe A v xe B  (definicion de union)

< XeB v xeB  (hipotesis)

< XeB

Como x es cualquiera, (VX)) x e AuB < xeB) = AuB=B.

b) AuUB=B = AcB.

55
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xeA =>xeAvxeB (ley de adicion)
= XxeAuUB (definicién de union)
= xeB (por hipdtesis)
Luego, A c B.

Por tanto, de a) y b) setieneque Ac B < AuUB=B.

Ejemplo. Demostrar
XcAAXcB = XcAuB
Demostracion. En efecto, sea
xeX = xeA v xeB  (por hipotesis)
= Xe AuUB (definicidn de union)
Ejemplo. Demostrar que P (A) U P (B) < P (AU B).
Demostracion.

XePA)UPB) = XeP(A) v XeP (B) (definicion de union)
= XcA v XcB (conjunto de partes)
= XcAuUB (propiedad anterior)
= XeP (AuUB)

Ejercicio. (Es P (A) U P (B) = P (A u B)?. Justifique su respuesta.

2.3 Interseccion de Conjuntos

Sean Ay B dos conjuntos. Por el axioma de la union existe un conjunto E talque AcC E y

B — E. Por el axioma de especificacion existe un conjunto.
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{xeE/P(X):xe A A Xe B}

Luego se define la interseccion de los conjuntos A 'y B por

Definicion.- Sean A y B dos conjuntos y sea [E el conjunto dado por el axioma de la unién para
la familia {A, B}. Se llama interseccion de A 'y B al conjunto

AnB={xeE/xeA A xeB}

Descripcion gréfica:

ANB

Figura 4. Gréfica de interseccién dos de conjuntos

Afirmar que x € A n B significa que se tiene al mismo tiempo: x € Ay X € B, por lo que

podemos caracterizar:

XeANnB & xeA A XeB

o en forma equivalente

XeAnNnBoexeA v Xxeg B

Por ejemplo, siA={1,3,4,5,6,7,8 y B={0,1,2,4,7,9}, entonces AnB={1,4,7}

Nota. Es evidente que cualesquiera que sean los conjuntos A y B, se tiene:

ANnBcA A ANnBcB



58

En efecto, en el ejercicio anterior tenemos que

{1,4,7}y < {1,3,4,5,7,8} y {1,4,7} c {0,1,2,4,7,9}

Proposicion. Dados los conjuntos A, B y C, tenemos:

) AnBcA y AnBcB.
i) AcCyBcC=AnBcC.
iii)Ac B AnB=A.

Demostracion.

i) e AnBCA.

xeAnB => xeA AXxeB (definicion de interseccion)

= XeA (ley de simplificacion)

Por tanto, AN B < A.

e AN B c B. En forma analoga.

i) AcCyBcC=AnBcC

xe AnB = xe A A xeB (porlapropiedad de la interseccion)

= XeC A xeC (hipotesis)

= xeC (idempotencia)

Por tanto, AnB < C.
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i) Ac B AnB=A.
a) Ac B= AnB=A
Usando caracterizacion de la igualdad, probaremos: AnNBc Ay AcAnB.
ANnBcA.
xe ANnB o xe A A xeB (definicion de interseccion)
= XeA (ley de simplificacion)
Por tanto, An B cC A.
AcAnB.
Supongamos, por el absurdo, que A ¢ A N B. Entonces,
Ix/xeA A xe An B. Luego,
XeAAXgANB = xeA A (XgAv XgB)
= xeAaxgA) v xe ArxgB)
= Fv xeAAaxgB)
= XeAarxgB
= XeBAaxgB (—«) (hipltesis)
Por tanto, la suposicion es falsa y se acepta que A c A N B.

Entonces, se concluyeque Ac B = AnB=A.



b) AnB=A = AcB.

xeA =>xeANnB (por hipdtesis)
= X e A A Xxe B (definicidn de interseccion)

= XeB (ley de simplificacion)

iv) Portanto,dea) yb)setiene Ac B & AnB=A.

Ejemplo. Demostrar: XcA A XcB < XcANnB

Solucion.
a (=) XcAAXcB = XcAnB.

xeX = xeA A xeB (por hipotesis)

= XeAnNnB (definicion de interseccion)

b) (<) XcANnB = XcA A XcB.

Sea x un elemento cualesquiera. Entonces,

XeX =>XeAnB = xeA A XeB

Luego,

XeX =>xXxeA A XeB

XgX v (xe A A XxeB)

xgXvxeA) A (xg XvXxeDB)

=XeX =>xeA) A (XxXeX = xeB)
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Como x es cualquiera, concluimos que

(VX)[(xeX =>xeA) A (xe X = xeB)]

Esdecir, (VX)(xeX = xeA) A (VX)(xe X = xeB)

y, por tanto, Xc A A Xc B.

Ejemplo. Demostrar los siguiente ejemplos:

P(AnB)=P(A)nP(B)

Demostracion.

XeP(A)NP([B) < XeP(A) A XecP(B)

< XcA A XcB

< XcAnB

< XeP(ANnB)

Conjuntos disjuntos
Cuando ocurre que no existe algin x tal que x € A y x € B se tiene A N B = ¢, entonces

estamos hablando de conjunto disjunto.

Definicion.- Dos conjuntos A 'y B se dicen disjuntos si su interseccion es el conjunto vacio. Es

decir,

Ay Bsondisjuntos &> AN B=¢

Por ejemplo, siA={x e N/x <3}, B={x e N/2<x<7}entonces Ay B son conjuntos
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disjuntos. En efecto, A={0,1,2}y y B={3,4,5,6}y AnB={x e N/2<x<3}=¢.Pues,
no existen numeros naturales x tales que 2 < x < 3. Por tanto se dice que los conjuntos A 'y B son

disjuntos.

En particular, el conjunto vacio es disjunto con cualquier conjunto.

Leyes del algebra de conjuntos

En vista que la union de conjuntos esta definida mediante la disyuncion de proposiciones,
entonces las propiedades de la disyuncion daran lugar a las propiedades de la union.
Anélogamente, como la interseccion de conjuntos estéa definida en términos de la conjuncién de
proposiciones, las propiedades de la interseccion estaran relacionadas con las propiedades de la

conjuncioén.

Las operaciones de union e interseccion con conjuntos, definidas anteriormente, satisfacen

varias leyes, propiedades o identidades. Tenemos las siguientes:

a) Leyes Idempotentes

Necesitaremos de un conjunto y un conjunto referencial para verificar

) AUA=A

i) AnA=A

Demostracion.

) AUA=A

X es un elemento evaluador de E. Consecuencia.
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Xe AUA < xe A v xe A (definicion de unién)

o XeA (idempotencia de v)

De la arbitrariedad de x se sigue que

(VX)) xe AUA < xeA)

y, por tanto, A U A =A.

i) Analogamente se pruebaque AnA=A.

b) Leyes Conmutativas

Ay B son dos conjuntos y e un conjunto evaluador: se comprueba

) AUB=BUA

i) AnB=BnA

Demostracion.

) AUB=BUA

Sea x cualquier elemento de EE. Entonces,

xe AUB & xe A v xe B (definicion de union)

< XxeB v xe A (conmutatividad de v)

< XeBUA (definicién de union)

Como x es cualquiera de [E, se sigue que
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(VX)) (xe AuUB © xeBUA)

por lotanto, AnB=BnA.

c) Leyes Asociativas

A, By C son conjuntos de un referencial evaluador de E, se comprueba:

) AuBuUC) = (AuB)uC

i) An(BnC) = (AnB)nC

Demostracion.

i) X esun elemento evaluador de E . Entonces,

xeAuBuUC) © xeA v xeBuUQ) (definicion de union)

< xeA v (xeBvxeC) (definicion de unién)

< (Xe AvxeB) v x eC) (asociatividad de v)

<& xXxeAuB v xeC (definicién de union)

< xe(AuB)ucC (definicién de union)

De la evaluacion de x se sigue que

(VX)[xeAu(BUC) @ xe(AuB)uC]

deaquique Au(BuUC) = (AuB)uUC.

i) Analogamente se demuestraqgue AN (BN C) = (AnB)nC.
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d) Leyes Distributivas

A, B y C son conjuntos referencial de E, se verifica

) AuBNC)=(AuB)n(AuUC)

i) AnBUC) =(AnB)U(ANC)

Demostracion.

1) x es cualquier elemento del conjunto referencial E, entonces,

xeAuBnNC) <o xeAvxe(BnC) (definicién de union)

o XeAv XeBaxeQ) (def. de interseccion)

< (xe AvxeB) A (xe Avx e C) (distributividad)

<& xeAuB AxeAuC (definicion de union)

S xe(AuB)n(AUC) (def. de interseccion)

X es cualquier elemento de E, se sigue que

(VX)) [(xeAuBNnC) @ xe(AuB)n(AuCQC)]

Conclusiéon, Au(BNnC)=(AuB)n(AuC).

i) Analogamente se comprueba An(Bu C)=(AnB)u (AN C).

e) Leyes de Identidad y Leyes de Dominacion

A es conjunto de un referencial evaluador de E, se verifica:



) AUud=A

i) AUE=E

i) AN o=

vi) AnNE=A

Demostracion.

i) Aud=A. xesunelemento evaluador de E. Entonces,

XxeAud < xeA v xed (definicion de union)

< XeA (x € ¢ es falso siempre)

Luego, (VX)(Xxe AU & X e A)

es decir, AU ¢ =A.

i) Ano=0o.

Supongamos, por reduccién al absurdo, que A N ¢ = ¢. Entonces,

dxeEtalque xe And A X ¢ ¢. Luego,

XeAnd A Xegd=>XeAnod (ley de simplificacion)

= X € A A X € ¢ (definicidn de interseccion)

= X e ¢ (>«) (ley de simplificacion)

Contradice a que el conjunto vacio no tiene elementos. Por tanto, la suposicion es falsa, y
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aceptamos que A M ¢ = ¢.

i) y vi) quedan como ejercicio.

Notas:

1) La propiedad asociativa, demostrada lineas arriba, nos permite escribir la unién e
interseccion de tres conjuntos A, By C
AuBuUCyAnBANC
sin caer en ambigiedades.
2) Lademostracion de las propiedades anteriores, y las que daremos mas adelante, se
reducen al manejo adecuado de los conectivos 16gicos v y A, y de las leyes l6gicas e
inferencias.

Proposicion.

Dados los conjuntos A, B y C de un referencial E, se verifica

SiAcByCcD,entoncesAnNC «c BnD

Demostracion. Probaremosque AcByCcD = AnC <« BnD

En efecto, sea un x cualquiera de [E. Entonces,

xe AnC = xe A A xe C (definicion de interseccion)

= XeB A xeD (porhipotesis)

= XxeBnD (definicion de interseccion)

Como x es cualquiera de E, se sigue que



(VX)) (xeAnC = xeBnD)

por lo tanto, AnC < BnD.

Ejemplo. Demostrar

AnB=¢ < A= v B=¢

Demostracion.

a (=) AnB=¢=A=¢v B=¢.

Supongamos, por el absurdo que ~ (A =¢ v B=¢). Esdecir, A=d A B=¢.

Entonces, existe un x de E, talque x € A A X € B. Luego,

XeA AXeB => xe AnB (—>«) (definicién de n)

Contradice a la hipotesis, pues A N B = ¢. Por tanto la suposicion es falsa, y

aceptamos que A=¢ v B=¢.

b) (<) A=dvB=¢ > AnB=¢.

Por el contrarreciproco probaremosque AnB=¢d = A=d A B=0.

En efecto,

ANnBz=¢ = IxeE/xeAnB

= dx/x e A A x e B (definicion de interseccion)

= Az A B=z¢
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Luego, Az A B=xd = ~(A=¢ v B=4¢), contradice a la hipotesis.
Entonces,
A=¢ v B=¢ == AnB=4.
Portanto de a) y b), setiene AnB=¢ < A=¢ v B=¢.
Ejemplo. Probarque: AnB=AuB = A=B.
Demostracién. Por el teorema de la igualdad demostraremos que A < B y B < A. En efecto,
a) AcB.
Sea x un elemento cualquiera. Entonces,
xeA = xeA v xeB (leydeadicién)
= XxeAuUB (definicidn de union)
= xeAnNB (por hipétesis)
= X e A A xe B (definicion de interseccion)
= XeB (ley de simplificacion)
Como x es cualquiera, se sigue que
(VX)(xe A = xeB)
por lo tanto, A — B.

b) De una forma similar se demuestra que B — A.
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Por tanto, de a) y b) se concluye que A = B.

2.4 Diferencia de conjuntos
Sean Ay B dos conjuntos. Por el axioma de la union existe un conjunto E (conjunto
referencial o universal) tal que A c E y B c E. Por el axioma de especificacion existe un

conjunto

{xeE/PX):xe A A Xx¢B}

Definicion.- Sean A y B dos subconjuntos y [E el conjunto dado por el axioma de la union
para la familia {A, B}. Definimos la diferencia de A con B, denotada A — B, como el conjunto
tal que

A-B={xeE/xeAAarxgB}

Descripcion gréfica:

A-B

Figura 5. Grafica de diferencia de dos conjuntos
Es decir, la diferencia entre dos conjuntos A y B es el conjunto A — B de modo que sus

elementos son todos los de E tales que pertenecen a A y no pertenecen a B.

Los elementos de A — B, los caracterizamos por

XeA-B o xeA A Xx¢gB
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O, en forma equivalente , XegA-B < xegAvxeB

Cuando Ay B son disjuntos, ningin elemento de A pertenece a B y por tanto A—B = A. En

cualquier caso se tiene:

A-B=A - (ANnB)

Notese que A — B = B — A. Por tanto el orden en que se enuncian los conjuntos es muy
importante, pues la diferencia de conjuntos no es conmutativa. Por otro lado, la diferencia de

conjuntos no es idempotente, es decir, A — A = A.

Por ejemplo, si A={0, 2, 3,5,8,9} yB={1, 3,5, 6, 8, 10}, entonces

A-B={0,2,9} y B-A={1,6, 10}

Proposicion.

Sean A, B y C subconjuntos arbitrarios de un conjunto referencial E. Entonces la diferencia

de conjuntos verifica:

a) A—A=¢.

b) A—p=A.

c) A-B=A-(ANB)

d An(B-C)=(AnB)—(AnC).
e) A—BCA.

f) BA(A-B)=¢.

9) A—-B=(AUB)-B.

h) (AUB)-C=(A-C)uU (B-C).
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Demostracién. Probaremos b), d) y f). Las demaés, quedan como ejercicio.
b) A—p=A.
Sea, xe A—p © Xxe A A Xxgd (definicion de diferencia)
< XeA (x ¢ ¢ es verdadero siempre)
Como x es arbitrario, se sigue que
(VX)yxe A-¢p & xeA)
por lo tanto, A—¢ =A.
d An(B-C)=(AnB)-(ANnC).
Sea x un elemento cualquiera de [E. Entonces,
xe(AnNB)-(ANnC) @ xe(AnB) A xg(AnCQC)
< (xeAaxeB) A (xgAvxegC)
< [xeAaxeB)axegAlv(xe AaxeB)axgC]
< [xeAaxgA)axeB)]vxe Ar(xeBaxgC(C]
< (FAxeB) v[xeAaAxe(B-0C)]
< FvixeAaAxe(B-0)
< xXxeA Axe(B-0)

< xeAn(B-0C)
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Luego,
(V) [xe(AnB)-(ANnC) @ xe An(B-0C)]
por lo tanto, An(B-C)=(AnB)-(AnC).
Observacion. En la demostracion anterior, F es una contradiccion.
f) BN (A-B)=¢.
Supongamos, por el absurdo, que B n (A — B) # ¢. Entonces, 3 x € E tal que
xeBNn(A-B) > xeB AxeA-B (def. de interseccidn)
= xe B A (X e AAXx¢B) (def. de diferencia)
= Xe B A (X ¢B A X e A) (conmutatividad)
= (x e BAXx ¢B) A x € A (asociatividad)
= XeBAxgB (—¢«) (ley de simplificacion)
Por tanto, la suposicidn es falsa, y se acepta que B n (A — B) = ¢.
Proposicion.
Dados A y B subconjuntos cualesquiera de un conjunto referencial E. Entonces,
AcB < A-B=¢
Demostracion. En efecto,

a) (=) AcB = A-B=¢.
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Supongamos, por el absurdo, que A — B = ¢. Entonces,

Ix e E/x € A—B. Luego,

XxeA-B o xeA AxegB (definicion de diferencia)

= X e B A x¢gB (—<«) (por hipotesis)

Por tanto, la suposicion es falsa, y aceptamos que A — B = ¢.

b) (=) A-B=¢ = AcB.

Supongamos, por el absurdo, que A & B. Entonces,

dxeE/xeA A x ¢ B. Luego,

xXeAArxgB =xeA-B (definicién de diferencia)

= A-B=¢ (—>¢)

Contradice a que, por hipdtesis, A — B = ¢. Por tanto la suposicion es falsa, y aceptamos

que A c B.

Luego,dea)yb) AcB < A-B=4.

Ejemplo. Mediante un contraejemplo, probar que no siempre se cumple que

A-(B-C)=(A-B)-C

Es decir, en general, la diferencia de conjuntos no es asociativa

Solucion. Supongamos que A = ¢, B= ¢, C= ¢, A< By B < C. Entonces,
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« A-(B-C)

I
>
|
<
I
>

¢« (A—B)-C

1
=
I
O
1
<

Por tanto, A-(B-C) = (A-B) -C.

Ejemplo. Probarque (A-B)-C <« A-(B-0C).

Solucion. Sea x es un elemento cualquiera. Entonces,

xe(A-B)-C < xe(A-B) A xgC (definicion de diferencia)

= Xe AaxgB) A xegC (definicion de diferencia)

= XeA A (XxegB A xegC) (asociatividad de A)

= XeAAXegBvxeC) (x)

= XeAA~XeB A xg(C)

= XeA A ~(XxeB-0C) (definicion de diferencia)

= XeA A Xg(B-C)

= XeA-(B-C) (definicidn de diferencia)

Como x es cualquiera, se sigue que

(VX)[Xe(A-B)-C = xe A—(B-C)]

deaquique (A-B)-C <« A-(B-0).

Nota. (*): p A (~Q A~ = pA(~qvVr).
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Ejemplo. Probarque AcB = A-(A-B)=A.

Solucién. Como A < B, por la proposicion anterior, se sigue que A — B = ¢. Entonces,

A-(A-B)=A-¢p=A

Ejemplo. Probar, mediante un contragjemplo, que la unién no es distributiva respecto de la

diferencia. Es decir, no se cumple que

AuB-C)=(AuB)-(AuC)

Solucion. Supongamos que A = ¢ y B = C. Entonces,

e AUB-C)=AUB-B)=AUp=A.

e (AUB)-(AUC)=(AUuB)-(AuUuB)=¢.

Por tanto, A = ¢ es falso ya que A = ¢.

2.5 Complemento de un Conjunto
Cuando se ha definido A — B no se ha requerido que A esté incluido en B. Entonces, si A — B,

a la diferencia B — A se le Ilama complemento de A respecto de B y se denota por Cg A.

Definicion.- Sea A — B c E. El conjunto diferencia B — A se le llama “complemento de A

con respecto a B” y se denota con Cg A. Entonces, CsA=B-A
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Descripcion grafica:

CesA=B-A

Figura 6. Grafica del complemento de A respecto de B

Caracterizacion: XeCgA & xeBA x¢gA.

O en forma equivalente: XegCgAxegBvxeA

Por ejemplo, si B={0,1,2,3,4,5,6,7}, A={0,4,6}yC ={1, 8}, entonces:

eCgA=B-A={1,23,57}

e Cg C, no esta definido, pues C « B.

En la definicion anterior, si B = [E la diferencia E — A, donde E es el conjunto dado por el
axioma de la unidn, se le llama el complemento de A. En lugar de leer “el complemento de A
con respecto a [, se lee simplemente “complemento de A” si no hay lugar a confusion. Se denota

por C A, A€ 0 A’. Entonces,

CA={xeE/xegA}=A

Caracterizacion: X e A & x ¢ A.
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En forma equivalente: x ¢ A° < X € A.

Entonces, el complemento de un conjunto A es el conjunto formado por todos los elementos
del conjunto referencial que no pertenecen a A. Es decir, el complemento de A, es igual a la

diferenciaentre Ey A. O sea, A = E — A.

Descripcion gréfica:

Figura 7. Grafica del complemento de un conjunto

Por ejemplo, en particular, si E={0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9} yA={1, 3,5, 7, 9}, entonces
A€ ={0, 2, 4, 8}

Es decir, el complemento de A es el conjunto formado por los elementos de E que no estan A;

0 sea los elementos que le faltan a A para ser igual a E.
Proposicion. Dados tres conjuntos A, B y C en un referencial E, se verifican:

Q) A—B=An B-.
b) AcB & B¢ c A°.

c) (A9 = A.



Demostracion.
a) A—-B=A N B°

Sea x un elemento arbitrario de E. Entonces,

xXEA-BoSxeEAANXxEB (definicidn de diferencia)
& x € ANx € B¢ (definicién de complemento)
S x€ANBS (definicidn de interseccion)
De la arbitrariedad de x se sigue que
(VX)(xe A—Bo x€eANB°
Por lo tanto, A— B = A n B€.
b) AcB & B€c A°.

Sea x un elemento cualquiera. Entonces,

1) () Ac B= B¢ c A"

XEB*=>x¢B (definicién de complemento)

>x¢A (por hipdtesis)

=>x €A (definicién de complemento)

Luego, (3x)(x € B¢ = x € A°) . Porlotanto, A € B = B¢ c A°.

2) (&) Bc A= AcCB.

XEA>x ¢ A€ (negacidn de definicién de complemento)

= x &€ B¢ (por hipotesis)
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> X€EB (negacion de definicion de complemento)
Luego, (3x)(x € A = x € B). Por lo tanto, A c B.
De 1)y 2)seconcluyeque A c B & B¢ c A°S.
c) (A9° = A.

Sea x un elemento cualquiera de [E. Entonces,

xE(A ox¢ A (definicion de complemento)
o ~(x € A°)  (negacion)
o ~(x¢A) (definicion de complemento)
o ~~(x € A)  (negacion)

S x€EA (doble negacién)

Luego, (Vx)[x € (A°)¢ © x € A]. Es decir, (A°)° = A.

Leyes del Complemento

Dado un conjunto cualquiera A de un referencial arbitrario E, se verifica:

a) AUA°=E.
b) E€=¢.
) A A=,
d) ¢¢ =E.

Demostracion.

a) AU A =E.
Sea x cualquier elemento de E. Entonces,

XeAUA® & xeA v xeA° (definicion de union)



S XeA v xg A€ (definicion de complemento)
& XeA v ~(xe A%) (negacion)
< XxeE (tautologia)
Luego, (V X)(x eAU A < x € E)
por tanto, A U A€ = E.
b) E€ = ¢. En efecto,
EC={XxeE/xeE}={XxecE AXxgE}=0¢
c) AN A€ =¢. En efecto,
ANnA°={xeE/xeA AxeA}={xecE/xeA AxgA}=0
d) ¢° = E. (Ejercicio)
Leyes de Morgan

Dados dos conjuntos A y B en un referencial [E, se verifica:

a) (AUB)‘ = A°n B¢
b) (AnB)¢ = A°UB°

Demostracion.

a) (AUB)‘ = A°n B¢

Sea x un elemento cualquiera de [E. Entonces,

Xe(AUB) & x¢g AUB (definicion de complemento)
& ~(xe AuB) (negacidn)
& ~(xeA v XxeB) (definicién de union)

< ~(XeA) A ~(xe B) (DeMorgan parav)
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< X¢egA AXgB (negacion)
< Xe A° A X e B€ (definicién de complemento)
& X e AN B° (definicidn de interseccion)

y al ser x un elemento cualquiera de [, se sigue que

(VX)[xe (AUB)" < x e A°Nn B¢

luego, (AU B)¢ = A° N B°.

b) Anéalogamente se prueba que (A N B)¢ = A€ U B€.

Ejemplo. Demostrarque A- (B U C) = (A- B)n(4A- 0).

Demostracién. Sea x un elemento arbitrario de un referencial E. Entonces,

XeA-(BUC) © xeA AXxeg(BUCO)

< XeA A Xe(BUB)®

& XeA A XxeBfNncCe

& XeAaxeA) A (Xe B A xe (Y

& XeA AXeBY)A(XeAn Xxe ()

S XeAAXegB) A XeA AXxg()

& Xe(A-B) Axe(A-0)

& Xe(A-B)n(A-0)

Por ser x un elemento arbitrario, se sigue que
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(VX)[xeA- (BUC) & xe(Ad- B)n(4- C)]

luego, A- (BUC) = (A- B)n (A- C).

Otra forma:

(A-B)N(A-C) =(ANnB)YN(ANC° (propiedad: A- B = AN B°)

(AnA)Nn(B°NC (leyasociativa)

= An(B°NC° (ley de idempotencia)
= An(BUC(C)¢ (Ley de De Morgan)
=A-(BUO() (propiedad: A- B = AN B°)

Ejemplo. Demostrarque A- (BNC) = (A- B)U (4- 0).

Demostracion.

A- (BNnC)=An(BnNnO) (propiedad: A- B = AN B°)

= An(B°UC® (ley de De Morgan)

= (ANB)U (AN C° (ley distributiva)

(A—B)U(A—-C) (propiedad anterior)

Portanto, A- (BNC) = (A- B)U (4- 0).

Ejemplo. Demostrar que si C c A, entoncesA- (B-C) = (A- B)UC.

Demostracion.
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A-(B-C) = An(BNC (propiedad)

AN (B°Uc) (De Morgan)
= (ANBYU(ANnC)  (distributividad)
= (A-B)UA (propiedad e hipdtesis)

Ejemplo. Probarque, AcB & (B- A)UA=B

Prueba.

) (=) AcB=>(B-AUA=B
(B-A)UA= (BNnA)UA

= (BUA)N(A°UA)

(BUA)NE

BUA

= B

i) () (B-A)UA=B = AcB.

XeAd => xeA v xe(B-A) (ley de adicion)

= Xe AU (B- A) (definicion de union)

= Xe(B- A)UA, (ley conmutativa de la U)

= XxeB (de la hipotesis)
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Por tanto, de i) y ii) queda probada la propiedad.

Ejemplo. ProbarqueAuB=CA ANB=¢ => A=C-B.

Demostracion.

C-B = (AUuB)-B (de la hipdtesis)

= (A—-B)u (B-B) (propiedad)

= (A-B)u¢ (propiedad)

=A-B (ley del elemento identidad)

=A (de la hipotesis, A 'y B son disjuntos)

Por tanto, A=C - B.

2.6 Diferencia Simétrica
Otro caso particular de diferencia de conjuntos es la llamada diferencia simétrica. Por

ejemplo, dados los conjuntos:

A={acd f, g i,1} y B={ab,e f h i m}

entonces, A-B={c,d,g,1} y B-A={b, e, h, m}. Sireunimos estos dos resultados,
obtenemos el conjunto {b, c, d, e, g, h, I, m}. A este conjunto resultante se le llama la diferencia

simétrica de Ay B, y se denota por A A B.

Definicion.- Sean A y B dos subconjuntos de E. La diferencia simétricade Ay B es el
conjunto A A B, dado por

AAB=(AUB)-(ANB)
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Se pruebaque AAB=(A-B) U (B-A); llamada unién disjuntade (A-B) y (B - A).

De acuerdo a la ley de la disyuncion exclusiva, p v q= (p A~ Q) v (g A ~ p), entonces tenemos

que:

XxXeAvxeB o xeAaxgB)v(xeBaxgA)

& xe(A-B) v xe(B-A)

o xe(A-B)u(B-A)

< Xxe (AAB)

Por tanto, definimos:

AAB={xeE/xeAv xe B}

Caracterizacion: x e (AAB) < xe A v xeB

Entonces, la diferencia simétrica entre dos conjuntos A y B es el conjunto formado por todos

los elementos que pertenecen a A o0 a B pero no a ambos.

Proposicion. Sean A, B y C subconjuntos de E. Entonces, se verifican las siguientes

propiedades:

a) Conmutatividad: AAB=BAA.

b) Asociatividad: (AAB)AC=AA(BAC).
c) AA$=A.

d) AAA=¢.

e) Ah(BAC)=(AnB)A(ANC).
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Demostracion.

a) AAB = (AuB)-(AnB) (definicion de diferencia simétrica)

(BUA)-(BnA) (ley conmutativa)

BAA (definicion de diferencia simétrica)

) AAOG=(AU ¢ — (AN (definicidn de diferencia simétrica)

=A-9¢ (ley de identidad y ley de dominacion)
=A (propiedad)

d An(BAC) =ANn[BuUC)-(BNC)]
=[An(BuUC)]-[An(BNC)]
=[(AnNB)UANC)]-[(AnB)n(AnC)]
= (ANnB)A(ANC)

Ejemplo. Probar que para todo conjunto 4, se verifica AAE = A°.

Prueba. En efecto,

A-E=(A—- E)U(E - 4)
= @0 U(E—-A4)
=E-A

= A€
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Ejercicios Propuestos

1. Simplificar las siguientes expresiones:

a) AU A° b) B U(ANB)° ¢) (AU B)UBS

d AUE e) AN (BUB°) f)y A n (BN B

2. Demostrar:

AcBoANB =¢

a. B°cA° < B°NnA=¢

3. Sean A,By C tres conjuntos talesque AnNB=ANCyAuB=AuUC.Probarque:B=C

4. Probar las identidades siguientes:

a) Au(AnB)=A.

b) AU (A° N B) =A

c) An(A°UB)=ANB

d AuB-A=AuB

5. Probar que:

a) AuB=C A AnB=¢ = A=C-B

b) AUB=E A AnB=¢ = A=B¢

¢) (A-B)-C=A—(BuUC)



d (AnB) U (A° "B°)=E < A=B

&) A—(B-C)=(A-B)U(ANC)

6. Demostrar que:

a) AABcAUB

b) A=B < A AB=¢

) AA A = E

d AAB=AUB&ANnB=¢

e) AnNB=(AUB) - (AAB)

) AuB=(AAB) U (AnB)

7. Probarque AuB=(A-B)U(AnB)uU(B-A).

8. Probar Ac B < BUA‘ = E.

9. Demostrar que

[(ANnB)-(AUB)]U(ANB)=B

10. Usando propiedades de conjuntos, verificar si:

a) A—B)U(A—- B9 =4

b) BN[(BFUA)U(AUB)‘ | =B —A

) A—{A-[(A-B)UA]}=A
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d) [A-(AnBJuU[B-(AnB)=¢

11. Determine la validez de las siguientes afirmaciones:

a) SIAuB=AuUC,entonces B =C.

b) SSIANB=AnNC,entonces B =C.

c) SIAAB=AAC,entonces B =C.

12. Sean A, B y C subconjuntos de E, y dado el conjunto

D=[(A°NB)NCIU(ANBNC)

Simplificar en D y verificar cual de las afirmaciones es verdadera.

a) D=A
byD=ANB

) D=AUB

2.7 Producto Cartesiano de Conjuntos
Llamaremos n-tupla ordenada a una sucesion de n objetos aj, ay, . . ., a, dados en un cierto
orden y lo notaremos por (ay, a,, . . ., an). Es fundamental el orden en que escribimos los

elementos de la n-tupla, asi

(@, a2, ...,a0) #(@2 a1, ...,a)

Sin =2, unan-tupla se llama “par ordenada” y si h = 3, “terna ordenada”, etc.
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Par Ordenado

Definicion.- Sean los conjuntos Ac Ey B c E, tal que x € A, y € B. Se llama par ordenado

de componentes x e y, y se denota (X, y), al conjunto {{x}, {x, y}t. Es decir,
y) =103 X v}t

A los elementos del par se les llama:

X: primera componente o primera proyeccion.

y: segunda componente o segunda proyeccion.
Observacion. (x,y) € P (P (A u B)).
La propiedad fundamental de los pares ordenados es la siguiente.
Teorema.

XyY)=(wW,z) & X=w A y=2
Demostracion. Probaremos lo siguiente:

) (Xy)=(W,z) > X=w A y=z
yY)=w,z) = {3 Xy ={{w}, {w,z}} ... (*)
Tenemos los siguientes casos:
a)Six=y.

O 06 V=30 D6 X3 =340, D3 =4 G
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Luego, en (*): ${w}, {w, 2}t =1{x}t = {w}={w, 2} A {w}={x}
— W=z AwW=x (porser {w} unitario)
Entonces, se tiene:
XSy AWSZAWSX = XSy=w=2
= X=W A Y=z
b) Six#y.
En{{w}, {w, z}|, se tiene que w = z. Pues, si w = z, se tendria X = y (—><).
Luego, para w # z:
103 Oy ={w) {w, 23t = {XF={w} v {x}={w,z}
— X=W v X=w=2z (noes posible, pues w = 7)
Entonces,
{F={w} A {xy}={w,z} = x=w A y=z.
i) x=w Ay=z = (X,y)=(W,2)
(% ) =103 £x, v = {wd {w, 23 = W, 2) = (X y) = (W, 2)
En consecuencia, de (i) y (ii): (x,y) = (W, 2) & x=w A y=z.
Corolario: (a b) = (b, ) <> a=bh.

Ejemplo. Hallar los nimeros reales x que satisfacen,
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(x* +3x, x —3) = (4, -2)
Solucion. Por igualdad de pares,

X +3x=4 A X-3=2= xX*+3x-4=0 A x=1

= X+4)(x-1)=0 A x=1

= X=-4 v x=1)Ax=1

= x=1 (ley de absorcién)

Por tanto, x = 1.

En general, se tiene que: (X,y)#(W,2) < X#W v Yy #Z.

Por ejemplo, el par ordenado (8, 6) es diferente al par ordenado (6, 8). Pues, por definicién de

par ordenado.
(8,6) ={{8} {8,6}} y (6,8) ={{6}, {6, 8}}
y por conjuntos se sabe que {{8}, {8, 6}} # {{6}, {6, 8}}. En conclusion, (8, 6) = (6, 8).

Para A y B son conjuntos, sea A x B el conjunto de todos los pares ordenados (x, y) donde x
e Ay Y e B. Ax B seconoce como producto cartesiano de A y B (o conjunto producto de A
y B). Suponiendo que A = {1, 2, 3} y B = {a, b}, se tiene que existen 3 maneras de elegir la
primera componente del par ordenado y, para cada eleccidn, hay 2 maneras de seleccionar la
segunda componente del par ordenado. Como se tiene 3 grupos de 2, hay 3 x 2 = 6 elementos en

A x B. Es decir,



(1,a) (1,b) (2,a) (2,b) (3,2) (3,b)

Figura 8.Gréfica de arbol

Luego, Ax B ={(1, a), (1, b), (2,a), (2, b), (3, a), (3, b)}

Definicion.- Sean A y B dos conjuntos, se Ilama producto cartesiano de A y B, o simplemente,

producto de los conjuntos A y B; al conjunto

AxB={(x,y) eP(P(AuB))/xe AAry e B}

Caracterizacion:

ueAxB <o u=(KXYy)/xeAryeB

0, también:

X,y)eAxB < xeA AyeB

Equivalentemente:

xX,y)gAxB < xgA vyegB.

Nota. Observese que A x ¢ = ¢. En efecto, si A x ¢ no fuese vacio, entonces existiria, al

menos, un par (a, b) € A x ¢. Luego,

@b)eAxdp >acA Abed

= bed (o)
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Contradice a que ¢ no posee elementos.
Por ejemplo, si A= {1, 3, 5} y B = {2, 3}, entonces
AxB={(2),(13),3 2),33), 5 2), 5, 3)}
BxA={21),(23)(25),3 1), 3 23), (3 5}

En general, tenemos que A x B = B x A. Es decir, el producto cartesiano de conjuntos no es

conmutativo.

Ejemplo. Considerando el conjunto R de los niimeros reales, el producto cartesiano R 2= R x R

es el conjunto de todos los pares ordenados de nimeros reales
RxR=R?={(x,y)/x,yeR}

Cada punto P representa un par ordenado (x, y) de niimeros reales y viceversa, R ?se le llama

generalmente plano cartesiano.
Ejemplo. Si A ={2, 4, 6}, entonces
AxA={(2,2),(2 4), (2 6), (4 72), (4, 4),(6,2), (6, 4) (6, 6)} = A?

Propiedades
El producto cartesiano es distributivo respecto de la unién y la interseccion de conjuntos, es

decir, si A, B y C son tres conjuntos cualesquiera, se verifica:
a) Ax(BuC)=(AxB)U(AxC)

b) Ax(BNC)=(AxB)~ (AxC)

c) (AuB)xC=(AxC)u (B xC)



d (AnB)xC=(AxC)n(BxC)

Demostracion.

a) Ax(BuC)=(AxB)U(AxC)
Sea (x, y) un elemento arbitrario de A x (B U C), entonces
Xy)eAx(BuC) <o xeAArye(BuUl
o XeAA(yeBvyeQ)
< XeAayeB) v xeAaye(C)
< (Xy)eAxB v (X,y) e AxC

< (Xy) e (AxB)U(AxC)

Luego, (VX)[(x,y) e Ax (BUC) = (xy) e (AxB)uU (AxC)]

es decir, Ax(BuC)=(AxB)u (AxC).

Las propiedades en b), ¢) y d) se demuestran de una forma similar.

Ejemplo. Demostrar que

(AxB)n(CxD)=(AnC)x(BnD)

Solucion. Sea (a, b) un elemento arbitrario de (A x B) n (C x D). Entonces,

b) e AxB)n(CxD) < (a,b) e (AxB) A (a,b) e (CxD) (def.den)

< (@ae AAbeB) A (aeCabeD) (def. de producto)

< (@€ AnraeC) A (beBAabeD) (asoc.y conm.)

< aeAnCAbeBNnD (def. de m)
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< (a,b) e (ANC)x (BN D) (def. de producto)

Ejemplo. Para A, By C subconjuntos de E, probar que

AXx(B-C)=(AxB)-(AxC)

Demostracién. En efecto, sea (a, b) un elemento cualquiera. Entonces,

(a,b)e AXx(B-C) @ acA AbeB-C

< aeAA(beBabgQ)

< (aeArbeB) A (aeAnbgC)

< (a,b)e AXxB A (a,b) g AxC

< (a,b) e (AxC)-(AxC)

Luego, (V (a,b))[(a,b) e AX(B-C) < (a,b) e (AxC)—-(AxC)]

Es decir, AX(B-C)=(AxB)-(AxC).



Ejercicios Propuestos
1. En cada caso determine los valores de x e y.
a) (y-2,2x+1)=(x-1,y+2)
b) (5x +2y,-4)=(-1,2x-Y)
c) (x+4,6) =(10,y—x)
d) (x—7y, 2x —6y) = (15, -10)
2. Probarque: AxB=BxA < A=BVvA=¢vB=¢.
3.SiAxB=#¢,probarque: AxBcCxD < AcCABcD.

4. Probar que

a) AcB = AxC cAxB b) AxC=BxC A Cz=¢ = A=C

98
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CAPITULO Il

Operaciones Generalizadas

3.1 Introduccion
Las operaciones de union e interseccion han sido definidas para dos conjuntos. Esta nocion la

podemos extender a familias de conjuntos. Una de las leyes del &lgebra de conjuntos expresa que

ANnBuUC)=(AnB)UANC)

Es natural esperar que algo similar se cumpla si en lugar de tener tres conjuntos, tenemos

cuatro, cinco, etc. Por ejemplo, para cuatro y cinco tenemos

An(BuCuD)=(AnB)U(ANC)U(ANnD),y

ANnBUCUDUE)=(AnB)UANC)UAND)U(ANE)

Para expresar leyes similares a éstas, donde intervengan colecciones arbitrarias de conjuntos,
usamos los indices. Por ejemplo, si tenemos n conjuntos (n € N) lo denotamos de la siguiente

manera:

Ay, Ay, .., Ay

Los nimeros 1, 2, ..., nse llaman indices y sirven para distinguir los conjuntos.

3.2 Familia de Conjuntos
Una manera sencilla de manejar una coleccion de n conjuntos es llamarlos A4, A4,,..., 4, .
En este caso decimos que la coleccion de conjuntos tiene indices. Por ejemplo, {Ai/ i € I} tiene

indices en | mientras que {A4,, 4,,..., A, } representa una familia de conjuntos con indices en
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N. Luego, se dice que la coleccion A4, A,,..., A, esindizaday el conjunto {A,, 4,,..., A,} €S

una familia indizada de conjuntos.

Consideremos, entonces, una familia finita de conjuntos {4;, 4,,..., A,}Aqui, cada miembro

A de la familia es identificada por un indice i. Al conjunto formado por todos los indices

I ={1, 2, 3,...,n}He llamaremos conjunto de indices de la familia, y de {4,, 4,,..., A}

diremos que es una familia indizada de conjuntos, y la denotaremos por {A4;};¢;.

Definicion.- Sea | # ¢ un conjunto de indices. Si se considera una familia de conjuntos
{A;};c1, entonces se dice que esta familia esta indizada por I. Los conjuntos A; no

necesariamente son diferentes.

Nota. La notacion {A;};¢; se lee como “la familia de todos los A; cuando i recorre I”. En
ocasiones escribiremos {4;}, si no ofrece dudas sobre cual es el conjunto de indices. El conjunto

de indices depende del problema que esté relacionado, como veremos en los ejemplos.

Ejemplo. Para i € | definimos los siguientes intervalosen R :

Ai=[-i,i] y Bi=[i, 2i]

¢ Algunos subconjuntos de A; son:

A =[-1,1]={xe R/-1<x<1}

As; =[-3,3]={x e R /-3<x<3} etc.

e Algunos subconjuntos de B; son:

B, =[2,4]={x e R/2<x<4}
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Bs =[4,8] ={x € R/4 <x<8}; etc.

Ejemplo. Sea la familia indizada {A4;};c; donde el conjunto de indiceses | ={4,5,6, 7} y

A;={xe N/49<x<61 A xesmdultiplo de i}

Determinar por extension cada miembro de esta familia.

Solucion.

A, ={x e N/49<x<61 A xesmultiplo de 4} = {52, 56, 60}

As ={x e N/49<x<61 A xesmdltiplo de 5} = {50, 55, 60}

As ={x e N/49<x<61 A xesmiultiplo de 6} = {54, 60}

A; ={xe N/49<x<61 A xesmiultiplo de 7} = {56}

Ejemplo. Sea la familia indizada {4;};¢, donde 1 = {1, 2, 3, 4} y

Ai={xe N/i+1<x<i+3}

Determinar por extension cada miembro de esta familia.

Solucion.

A ={xeN/1+1<x<1+3}={xeN/2 < x<4}={2,3,4}
A, ={xeN/2+1<x <2+3}={xeN/3 <x <5}={3,4,5}
A;={xeN/3+1<x <3+3}={xeN/4 <x <6}={4,5,6}
A, ={xeN/4+1<x<4+3}={xeN/5<x<7}={5,6,7}
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Nota. Las familias de conjuntos dadas en los ejemplos anteriores son familias finitas (tienen un

numero finito de miembros) Podemos considerar, también, familias infinitas.

3.3 Operaciones

Sea la familia de tres conjuntos {A;, A,, A3}, indizada por | = {1, 2, 3}. Luego,
e Launion A; U A, U A5 esta formada por los elementos que pertenecen, por lo menos, a
alguno de los tres conjuntos. Entonces,
x€eAiUA,UA; © xeAjvxelA,vxel;
O bien,
xeAiUA,UA; & TJiel={1,23}talquex e 4;

e Anélogamente, la interseccion A; N A, N A, esta formada por los elementos que

pertenecen a los tres conjuntos. Esto es
xeAiNA,NA; & xeAirxelyrnx ez
O bien,
xeAdiNA,NA; © Viel={1,23},xed;

Si A4, A,,..., A, son conjuntos, entonces la union de todos ellos A; UA, U ... UA, se

escribe:

A;

n
i=1

lainterseccion A; N A, NA;...N A, seescribe
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n
ol
i=1
Ejemplo. Sea la familia indizada {A4;};¢, con | = {1, 2, 3, 4, 5} definida por
A ={n+i/0<n<3,neN}coni=1,2345
entonces, tenemos que
A;={n+1/0<n<3}={1,2 3 4}
A, ={n+2/0<n<3}={2 3 4,5}
A;={n+3/0<n<3}={3, 45,6}
A, ={n+4/0<n<3}={4,56, 7}

As={n+5/0<n<3}={567 8}

Luego,

63}

i = Al UA2UA3 UA4_UA5 ={1,2,3,4‘,5,6,7,8}

1=

[y

5
ﬂAl’: Al ﬂAZ ﬂA3 ﬂA4ﬂA5=¢
i=1

3.3.1 Union Generalizada
Definicion.- Sea {A4;};¢; una familia indizada de conjuntos, con A; — E. La unién de esta

familia es el conjunto.
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n
UAi = {xe E/3i el tal que x€A;}
i=1
Caracterizacion:
n
x e UAi o Jiel/xe i
i=1
Por el contrario,
n
x UAi o Viel/xe A,

=1

3.3.2 Interseccion Generalizada
Definicion.- Sea {A4;};¢; una familia indizada de conjuntos, con A; c E. La interseccion de esta

familia es el conjunto.

A;i={xeE/Viel,xeA;}

n
i=1

Caracterizacion:

n
X e ﬂAi o Viellxel;
i=1
Equivalentemente,

n
X & ﬂAi@Hl’EI/X$Ai

=1



Nota. Si el conjunto de indices es el conjunto finito | = {n, n+1, n+2, ..., m}, entonces
denotamos:

m m

Ua » [)a

I=n i=n

Ejemplo. Paracadan e N positivo consideremos el conjunto

A, ={k e N/ndivide ak} = {k € N/ nlk}

Esta familia la podemos denotar de las siguientes maneras

{An}nel ) {An}z):l

Donde el conjunto de indices es | ={n € N/ n > 1} y se sobrentiende que los indices son

numeros naturales desde el 1 en adelante. Algunos de estos conjuntos son:
A; =N
A, ={0,2,4,...}={k e N/kespar}
A;={0,7,14,21,28,...}={7Tk/ke N}

Por ejemplo, tenemos que

5
Al= AZ ﬂA3 ﬂA4ﬂA5
i=2

={k e N/kesdivisible por 2, 3, 4y 5}

={k € N /kes divisible por 60} = {0, 60, 120, ...}

105
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Podemos también tomar la union o la interseccion de todos los conjuntos indizados. En este

caso escribiremos.

Notamos que

Ejemplo. Sil=Nyparacadanel, B, = El] hallar

Us. v [)&

nel nel

Solucién. Si B, = E 1], ynel=N={1,23,...} entonces

paran=1, B, = |1,1]=¢

E:

paran=2,B, = ]1 1]

paran=3, B; = E 1]

cuando n tiende a oo, % tiende a 0. Entonces, B, = ]0, 1]. Por tanto,



UanBluBzu... U B, = <|>UE,1]UE,1]U... U ]0,1] = ]0,1]

nel

ﬂBn=Blnan... N By, = q)n]%,l]n]%,l]n... n]0,1] =¢

nel

Teorema. Leyes de Morgan
Sea {A;};¢; una familia indizada de conjuntos. Entonces,

o (Ja) = Na

i€l

b) (ﬂAi>C= JAf

i€l

Demostracién. Probaremos a).

Sea x un elemento cualquiera de E. Entonces,

c
X € <U Al> e X & UAL
i€l iel

@ViEI,foi

e Viel, x € 4f

S x € Nia 4

Ejemplo. Sea B unconjuntoy {4;};.; unafamilia de conjuntos. Probar,

a) BU (ﬂAi> = ﬂ(B UA4,)

iel iel
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b) BN (UA‘) = U(B NnA;)

iel iel

Demostracion.

a) Ejercicio.

b) Probaremos B N (U Al-) = U(B N A;)

iel iel

Sea x un elemento cualquiera de E. Entonces,

xeBﬂ(UAl) © xeBaxe UAi

i€l i€l
© xeBa@iel/xe A)
© Jiel/x€EBAxEA;

© Jiel/xeBNnA;

& x e Uier(BNA)

Propiedad. Leyes distributivas

Se puede expresar las leyes distributivas generalizadas usando una notacion donde interviene
el producto cartesiano. Sean {4;}}-; Y {Bj};nzl dos familias indizadas de conjuntos.

Denotaremos con I ={1,2,...,n}ycon J={1, 2, ..., m} los conjuntos de indices,

respectivamente. Entonces tenemos que:

n
s
i=1

m

n UB,- = U (4; n B))

j=1 @ )elx]

a)

108
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b)

n
[
i=1

U ﬁB]- = ﬂ (4; U B))

(. )elx]
Ejemplo. Si{A4;};c; v {Bj}je] son dos familias indizadas de conjuntos, entonces probar que
(U)-(Us )= U{ -2
iel jeJ iel \ jeJj
Solucion.
re(Ua)-(Un) o xeUanxe s
je icl jeJ
© Jdiel/xeA; AV je]. x¢B;
© Jiel/xeAArxeB,Vje]
& Jiel/xe(Ai— B)Vje]

& Jiel/xe ﬂ(Ai—Bj)

jel
iel \ jeJ

3.4 Particion y Cubrimiento
3.4.1 Particién
Se dice que la familia de conjuntos {A;},i € I distintos del conjunto vacio y constituye una

particion del conjunto B si
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B = U Ai
iel

Los conjuntos A;disjuntos dos a dos (es decird; N A; = @,si I # )
Propiedad: Toda particién es un recubrimiento

Ejemplo

Sea U=N

A ={1,23} ,A, ={4,56} y A; ={4,7,89}
A1 V) A2 V) A3 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
AlnAzz@,AlnAg):@ yAZnA37‘:®

B={xeN/1<x <9}

Solucién

Ay UA, UA; ={1,234,5,6,7,89} =B , cumple con el recubrimiento
AiNA, =0 ,A;NA;=0 y A, N A; = @, nocumple con la particion
Ejemplo

Sea U=N

A, = {123} ,4, = {456} y A = {4,7,89)
A, UA, U A; = {1,2,3,4,5,6,7,8,9)
A10A2=®,A10A3=@ yAznA3¢®

C={xeN/1<x <10}
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Solucion
No es una particion del conjunto c.
No es recubrimiento.
Ejemplo
Sea U=N

A, =1{1,2,3} ,A, ={4,56} v A; ={4,7,89}
A1 V) A2 V) A3 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
AlnAzz@,AlnAg):@ yAzﬂA3¢®

D={xeN/1<x <8}
Solucién

A1 UA,UA; ={1,2,3,45,6,789} # {1,2,3,4,56,78} =D

AlnAZZ@,AlnAg):@ yAznAg#:@

3.4.2 Cubrimiento
Se dice que la familia de conjuntos {A;},i € I distintos del conjunto vacio y constituye un

recubrimiento del conjunto B,si la union contiene a B, es decir si :
B c U Ai

iel
Ejemplo

A ={1,23} A, ={234} y A; = {456}

B={xeN/1<x <5}
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Solucién
La coleccion o familia de conjuntos {A;, A, 43}
Es un recubrimiento del conjunto B = {xeN /1 < x < 5}

A UA, UA; ={1,234567} o {1,2,345} =B

Ejercicios Propuestos
1. Paracadai e {1,2,3,4,5}seaA ={n'/0<n<3}.
a) Determinar por extension los conjuntos Ay, Az, Az, Az Y As.
b) Determine los elementos de Az —As y As N A,
2. SeaZ", el conjunto de los enteros positivos. Para cadan € Z*, sean
Ar={n, n+1,n+2,...}={keN/k>n
Bn=9{0,1,2,3,...,2n}={k e N/k<2n}

a) Determine A; y Ba.
b) Halle A,nB, y A paran=1,2,3y7.

c) Determine

6 6
el 5 ()5

n=3 n=3 n=3 n=3

d) Determine
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| Janume
n=1

3. Si{A;}ic; v {Bj}je] son dos familias indizadas de conjuntos, entonces probar que

() - (ﬂBi) - ﬂ(U(Ai— Bo)

i€l j€] iel \ jeJ

4.SiX, = [1, 1+3] y 1={2,5,6, 7}, hallar

@ | Jx b [

nel nel

5. Si{A;}ic; v {B;}ic; son dos familias de conjuntos, indizadas por el mismo conjunto I, y se

cumple que Aijc B;, Vi € I, probar que:

a) UAi (- UBi b) ﬂAic ﬂBi

i€l iel iel i€l

6. Si{A;}ic; ¥ {Bj}je] son dos familias indizadas de conjuntos, entonces probar que

o (Us)» (UB,) - oy

i€l j€J (i,j)Elx]

b) (ﬂAl) u <ﬂ3j> - ﬂ (4; U B)

i€l JjEJ (i,))elx)
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3.5 Resolucidon de problemas basado en conjuntos

1. Determine la verdad (v) o falsedad (f) de las proposiciones respecto del conjunto.

A= {13} {(8}}: (7; 8}

5cA (F)
6cA (F)
10¢4 (V)

2. Los dos conjuntos son iguales, hallar x.

A=1{40;x+5} B ={40;10}

Solucién

x+5=10

x=25

3.Hallar el conjunto potencia.

A ={53;62;18}

Solucién

P(A) =23 = 8

4.Hallar el conjunto potencia.

B ={x/xesimpar A0 < x < 2}



Solucién

P(B) = 21=2

5. El siguiente par ordenado, hallar x.

(50;5) = (x+ 3;5)

Solucién
50=x+4+3
x =47

6. Hallar la potencia.

B={x/xespar A0 <x <5}

Solucién

P(B) =22 =4

7. Los dos conjuntos son iguales, hallar x.

A={3;X+10}

B = {3;60}

Solucion

x+10 =60

x =50

115



116

8.Sean los conjuntos ,hallar AUB

A ={3;4;13; 14}

B ={4;5;16;17}

Solucién

AUB = {3;4;5;13;14;16;17}

9.Sean los conjuntos, hallar A n B

A = {23;24;37;100}

B = {24; 45;56; 99}

Solucién

ANB ={24}

10.Sean los conjuntos, hallar A-B

A ={3;15;17;21}

B ={3;5;5;77}

SOLUCION

A—B ={15;17;21}
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CAPITULO IV

Aplicacion Didactica

Epistemologia y Didactica de la Teoria de Conjuntos

Epistemologia de la teoria de conjuntos

Es el estudio del conocimiento de la teoria de conjuntos, también la epistemologia se
ocupara de los problemas que son la circunstancia histérica, psicoldgica y socioldgica que llevan
a la obtencion del conocimiento amplio sobre el tema que estaos tratando .

¢Por que estudiar la teoria de conjuntos?

Porque nos proporcionara una idea precisa de los diferente tipos de conjuntos que existen, y
apartir de los conjuntos se a formado la relaciones, funciones y muchos mas temas.

¢ Como se aplica la teoria de conjuntos en la tecnologia?

En la actualidad se aplica en muchas areas, ya que la teoria de conjuntos se basa en principios

matematicos,

Por ejemplo:

La proposicion de conjuntos aplicada al balanceo de linfocitos y leucocitos: agiiero de

linfocitos T CD4 de pacientes con virus de la inmunodeficiencia humana/sida.



Sesion de Aprendizaje Significativo

Titulo: “Conociendo la teoria de conjuntos”

1.Datos de la institucion:

1.1.-1. E.P: Galeno Lima Sur

1.2.-Ugel:N¢ 01-S.J.M

1.3.- Area; Matematica

1.5.-Grado : lero de secundaria

1.6.-Tiempo:2horas

1.7.-Profesor: Jeyson Aguilar Polanco

TEMA TRANSVERSAL.: Educacién para los derechos humanos y los valores

I. Capacidad , indicador y instrumento
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Capacidad

Indicador

Instrumento

matematica y situaciones

Construye conjuntos y
resuelve operaciones con

conjuntos

Ficha de practica

Aprendizaje esperado: Conocer los diferentes tipos de conjuntos y sus operaciones entre

conjuntos.



I1. Organizacion de la sesion de aprendizaje significativo
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Momentos Estrategias Recursos de | Tiempo
Materiales
Inicio El profesor inicia la clase ,con un saludo
Presentacion cordial y los motiva contado una historia de
reflexién, y como es la importancia de 15min
abordar el tema de la teoria de conjuntos .
Conflicto ¢Qué es un conjunto? {Como se
cognitivo determina un conjunto? ;tipos de
conjuntos?
Desarrollo El profesor desarrolla el tema de la teoria
Proceso de conjuntos en la pizarra ,muestra la
notacién de un conjuntos, su relacion de
pertenencia , representacion gréafica , 60min
determinacion de conjuntos , los tipos de
conjuntos y la operaciones con conjuntos ,los
alumnos toman nota de la clase escriben sus
ejemplos ,luego salen a la pizarra a escribir
su ejemplos pensados.
Los alumnos unen conjuntos e intersectan
conjuntos.
Cierre El profesor entrega una pequefia ficha de
salida evaluacion. Y deja una actividad para la
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elabora y usa estrategias.

operaciones de
conjuntos.
Participar
dando una
opinion critica

respecto al tema.

casa.
Meta ¢ Qué tema trabajamos? ;Como
cognicion trabajamos? ¢Para qué nos servira saber 15min
este tema?
I11. Evaluacién de los aprendizajes
VALOR CAPACIDAD INDICADOR INSTRUMEN
TO
responsabilidad Matematica y Diferencia los Registro
respeto situaciones. tipos de auxiliar
solidaridad Comunica y representa conjuntos. Lista de
ideas matematicas. Analiza la asistencia
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Préactica

Desarrolla los siguientes ejercicios, segun lo aprendido.

1. Determine la verdad o falsedad de las siguiente proposiciones
Sea B ={1,{7;0},{9% {3}}}

e leB

{7;0}eB
e 9¢B

e 3¢B

2. Dados los conjuntos

c={a+2 /1<a<6;aeZ}

B={a+2/ 0<a<6}

Halle la suma del mayor elemento de C més el mayor elemento de D.

3.Dado el conjunto A:

A= {3, {8}; 4;{215}}

Coloque el valor de verdad a cada afirmacion e indique el nimero de proposiciones

verdaderas:

*3eA () *{41eA ()



*2eA () *H{3{81xe A ()
*{8teA () *Ae5 ()

4. Determine la suma de los elementos del conjunto

A={X*+1/X €Z A -3 <X<3}

5. Determine la suma de los elementos del conjunto

A=1{1;2;9}
6.Hallar el cardinal del conjunto A.
A=1{1;2;3;7;9}

7.Hallar el cardinal del conjunto B.

B = {x/x es una vocal de la palabra AMARILLO}

8.Hallar el cardinal del conjunto B.

Dado los conjuntos

A={x/x*<10;xe Z*}

B={x¢A/X?><20;xeZ"}

Calcule n(A)+ n(B)
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Actividad

1. Determine la verdad (v) o falsedad (f) de las proposiciones respecto del conjunto.

4= {4; (8L {91} (7; 8}
4cA
9cA
10¢ A
2. Los dos conjuntos son iguales, hallar x.
A={10;x+1} B ={10;20}
3.Hallar el conjunto potencia.
A ={5;6;8}
4.Hallar el conjunto potencia.
B ={x/xesimpar A0 < x < 6}
5. El siguiente par ordenado, hallar x.
(11;8) = (x + 3;8)
6. Hallar la potencia.

B ={x/xespar A0 < x <5}



Sintesis
Conjunto: Es el agrupamiento o la coleccidn de objetos ,que se representa que lo

representaremos con una letra mayuscula .

Por extension o enumeracion: nombra a cada uno de los elementos en forma especifica.
Por comprensién: nombra de forma general, que los elementos comparten caracteristicas en
comun.

Cuantifcador:nos indicara el valor de veracidad o falsedad.

Conjunto Finito:tiene una cantidad de elementos limitados.

Conjunto Infinito: tiene una cantidad de elementos ilimitados.

Conjunto Vacio: no posee elementos.

Conjunto Unitario :teniendo solo un elemento.

Conjunto de Conjuntos: todos elementos son conjuntos.
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Apreciacion Critica y Sugerencias

Apreciacion critica
La teoria de conjuntos es un tema fundamental para entender como se forman los diferentes
tipos de conjuntos, como relacionan los conjuntos y como contribuyen la diferentes propiedades

a la formacion de nuevos conjuntos. Ya que la teoria de conjuntos es un tema amplio.

La teoria de conjuntos es un tema que se desarrolla muy poco en los colegios, se ensefia en

primaria y en 1 ero de secundaria en la actualidad.

Sugerencias

Se debe Explicar al estudiante la importancia de aprender y desarrollar el tema de conjuntos.

Para la mejor comprension y desarrollo del estudiante, es necesario que cuando se mencione los
conceptos de elemento y conjunto se aborde situaciones contextualizables para alcanzar el

aprendizaje de estudiante.
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Conclusiones
La teoria de conjuntos es esencial para comprender como se forman los diferente conjuntos y

que es el inicio para poder comprender la formacidn de relaciones y funciones.

Aprender el tema de la teoria de conjuntos es un conocimiento enriquecedor para el estudiante

en su aprendizaje.

Se debe utilizar las propiedades, graficas y definiciones para apoyarnos en la resolucion de

ejercicios.



Apéndice

Variables

X,V Zy e e 0, B,7,0, X1, X2, X3, .. -

Conectivos logicos y otros

-, /\ ) 3 ) (J ); =
Formulas
O(x,y,2,....) xAa N\ €

Formulas bien formadas

xey, x =y son formulas (formula atémica)

Si ¢,y so formulas entonces —¢, ¢ Ay Ix ¢ son formulas

Cuantificador

-, ~: Negacion

3: Existencialo

Simbolos

(,): Paréntesis

= Igual

Para abreviar

X+Yy : —(x =y)
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X ¢y , xey)

pVY (e AY)

¢y ; —p VY

¢ oY ; (@->PYAW->0)
Vx(p(®) ;  2@x(me()))
xCy : Vz(zex - z€y)

Ixey(p(x)) ; 3Ix(xeyAe(x)) otambién
Ix 3IAx,y, 2, ... ... ; Ix,3y,3z, ... ....

Ocurrencia libres

Son aquellas variables que en unas formulas no son alcanzados por un cuantificador existencial

0 univerversal.
A; B,C,D: Conjuntos (usaremos letras mayusculas para indicar un conjunto.)
a;e;i;0: elementos (usaremos letras mindsculas para indicar un elemento)
®;{ }: Simbolo del conjunto vacio.
U: Simbolo de la union.

N:Simbolo de la interseccioén.
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